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Grundlagenfragen, Philosophie, Logik. 

Lukasiewiez, Jan: Der Äquivalenzenkalkül. Collectanea Logica, Warschau 1, 
145—169 (1939). 

Der erste Band der von J. Lukasiewicz herausgegebenen Collectanea Logica hatte 
im Herbst 1939 erscheinen sollen. Im Kriege sind alle Exemplare dieses Bandes zugrunde 
gegangen. Erhalten geblieben sind nur ein paar Sonderdrucke der Arbeiten, die in diesem 
Bande hatten erscheinen sollen. Ein Inhaltsverzeichnis habe ich nicht erhalten können, nur 
die Namen der Mitarbeiter. Es sind an diesem Bande beteiligt gewesen neben dem Heraus- 
geber sein Schüler I. M. Bocheniski mit einer Abhandlung über die Logik Jes Theophrast, 
über die ich berichten werde, sodann St. Lesniewski und sein Schüler B. Sobociäski. 
Auch für diese beiden Autoren hoffe ich, daß es mir gelingen wird, an ihre Beiträge heran- 
zukommen. Die mir zugewendeten Exemplare gehen über in die Bibliothek des Logistischen 
Seminars der Universität Münster i. W. Hier können sie eingesehen werden. Wer ein Photo- 
gramm zu erhalten wünscht, wolle sich mit mir in Verbindung setzen. 

Der von L. betrachtete Äquivalenzenkalkül (EX) ist das Teilsystem des klassischen 
zweiwertigen Aussagenkalküls (AK), das sich aus diesem durch eine Beschränkung 
der zugelassenen aussageerzeugenden Funktoren auf „E“ (‚dann und nur dann, wenn“) 
ergibt. „EZ“ hat neben den trivialen Eigenschaften der Reflexivität und der Kommuta- 
tivität auch die nichttriviale, von L. entdeckte Eigenschaft der Assoziativität. Es 
sind also die folgenden in der klammerfreien Symbolik von E. angeschriebenen Aus- 
drücke Sätze des EK: 1. Epp (p dann und nur dann, wenn p), 2. EEpgEgp [(p dann und 
nur dann, wenn g) dann und nur dann, wenn (g dann und nur dann, wenn p)], 
3. EEpEgrEEpgr [p dann und nur dann, wenn (q dann und nur dann, wenn r) dann 
und nur dann, wenn (p dann und nur dann, wenn g) dann und nur dann, wenn r]. 

Das erste System des EK ist 1929 von St. Lesniewski veröffentlicht worden [Fundam. 
Math. 14, 1—81 (1929)]. Es ist ein auf zwei Axiomen fußendes System, für welches von 
Lesniewski die Postsche Vollständigkeit bewiesen worden ist. Die ersten einzigen Axiome 
für diesen Kalkül hat M. Wajsberg gefunden [Mh. Math. Phys. 39, 262 (1932), s. dies. Zbl. 5, 
338; dazu Wiad. mat. 43, 132—133 und 163—166, s. dies. Zbl. 16, 98]. Auf zwei schon von 
Wajsberg gefundenen Axiomen hat E.Gh. Mihailescu, ohne die Axiome zu kennen, den 
EK ein zweites Mal aufgebaut [Ann. Sci. Univ. Jassy 23, 106—124 (1937), s. dies. Zbl. 16, 1]. 
Die Widerspruchsfreiheit und Unabhängigkeit dieses Axiomensystems ist mit Hilfe der Ma- 
trizenmethode, seine Vollständigkeit im Postschen Sinne auf eine originelle Art durch Zurück- 
führung der sinnvollen Ausdrücke auf gewisse Normalformen bewiesen. Auf eine ungewöhnlich 
interessante Art ist das System von Lesniewski von M. H. Stone vom Standort der Theorie 
der Booleschen Ringe aus zu einer Theorie des vollständigen klassischen AK entwickelt worden 
[Amer. J. Math. 59, 506—514 (1937), s. dies. Zbl. 17, 145]. 

Die vorliegende Bearbeitung des EK durch L. darf als abschließend gelten aus 
folgendem Grunde: Es ist dem Verf. gelungen zu zeigen, daß jedes kürzeste einzige 
Axiom dieses Kalküls in seiner Symbolik aus genau 11 Buchstaben bestehen muß 
Der Beweis gelingt so: (1) Es wird ein aus genau 11 Buchstaben bestehendes Axiom 
„BEpgEErgEpr‘‘ angegeben, für welches die Widerspruchsfreiheit und die Postsche 
Vollständigkeit bewiesen wird. (2) Durch eine vollständige Diskussion der möglichen 
Fälle wird mit Hilfe der Matrizenmethode gezeigt, daß es ein aus weniger als 11 Buch- 
staben bestehendes einziges widerspruchsfreies Axiom für den EK mit dieser Voll- 
ständigkeitseigenschaft nicht geben kann. Diese Diskussion fußt auf den folgenden 
beiden Eigenschaften der sinnvollen Ausdrücke in der Symbolik vonL.: a) Die Anzahl 
der in einem solchen Ausdruck vorkommenden „Z“ muß um eins kleiner sein als die 
Anzahl der kleinen Buchstaben, b) in jedem Abschnitt, der an einer beliebigen Stelle 
des Ausdrucks beginnt und bis zum Ende des Ausdrucks reicht, muß die Anzahl der „E“ 
kleiner sein als die Anzahl der kleinen Buchstaben. 
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L. hat noch zwei andere kürzeste einzige Axiome gefunden: „EEpgEEprErg‘‘ und 
„BEpgEErpEgr“. — Es ist das erstemal, daß für einen Kalkül gezeigt worden ist, daß es für 
diesen Kalkül kürzeste einzige Axiome gibt. ek 3 

Der Beweis für die Postsche Vollständigkeit wird durch eine Betrachtung der 
möglichen Ausdrucksstrukturen so durchgeführt, daß zugleich ein allgemeines Ver- 
fahren gewonnen wird, durch dessen Anwendung für einen beliebigen Ausdruck effektiv 
entschieden werden kann, ob er ein Satz ist oder von der Art, daß durch seine Hinzu- 
fügung zu dem einzigen Axiom jeder Ausdruck ableitbar wird: wobei die Ableitbarkeit 
eines Ausdrucks aus einer Axiomenmenge auf der üblichen Einsetzungs- und einer 
Abtrennungsregel fußt, die besagt, daß, wenn Eaß und & Sätze sind, auch ß ein Satz 
ist. Natürlich ist jedes Axiom ein Satz. 

Für den Vollständigkeitsbeweis genügt es zu zeigen, daß jeder Ausdruck & deduktions- 
gleich ist mit einem Ausdruck von der Form x oder von der Form Enz, wo n eine Aussagen- 
variable ist. Ist nämlich «& länger als Enn und kommt x, in & vor, so ist (auf Grund der Kom- 
mutativität und Assoziativität von E) & deduktionsgleich mit einem Ausdruck von der Form 
Er, (wo 2, in &, nicht vorkommt) bzw. EEn,n,a, (wo z, in &, vorkommen kann), je 
nachdem ob x, in & genau einmal oder mehr als einmal vorkommt. Im ersten Falle ist & 
deduktionsgleich mit x,, im zweiten mit &,. Die deduktionsgleiche Reduktion von & auf = 
bzw. Enn erfolgt bei L. auf Grund von sechs Hilfssätzen. 

Die Widerspruchsfreiheit wird gleichfalls durch eine strukturelle Betrachtung 
bewiesen, mit Hilfe der zuerst von St. Legniewski bemerkten Tatsache, daß die 
Sätze des EX mit den Ausdrücken zusammenfallen, in denen jede in ihnen vorkommende 
Aussagenvariable eine gerade Anzahl von Malen vorkommt. 

Abschließend wird folgender Satz betrachtet: „EEsEppEEsEppEEpqgEErgEpr“. Dieser 
Satz hat die merkwürdige Eigenschaft der Unabtrennbarkeit: Was aus ihm abgeleitet werden 
kann, kann nur durch Einsetzungen abgeleitet werden. Dieser Satz kann also nicht eine aus- 
reichende Axiomatisierung des EK sein. Fügt man jedoch zu diesem Satz nach der Methode 
der' axiomatisierten Definitionen [vgl. Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathematik I, 
1934, 292, s. dies. Zbl. 9, 145) das ,„Verum von p“ (,,V’p‘‘) definitorisch ein durch das zusätz- 
liche Axiom ‚„EVpEpp‘, so wird der betrachtete Satz auf Grund dieser Definition zu einem 
ausreichenden einzigen Axiom des EK. Der Verf. nennt solche Definitionen mit Recht schöp- 
ferisch und empfiehlt auf eine überzeugende Art, daß sie nicht zugelassen werden sollten. 

Die Darstellung ist in jeder Zeile von der meisterhaften kristallinischen Klarheit, 
durch die alle Arbeiten der Warschauer Schule ausgezeichnet sind. Der Gehalt der 
vorliegenden Arbeit geht auf Untersuchungen aus dem Jahre 1933 zurück. 

Heinrich Scholz (Münster i. W.). 


Bochenski, I. M.: La logique de Theophraste. Collectanea Logica, Warschau 1, 


195—304 (1939). 

Durch eine bahnbrechende Untersuchung von J. Lukasiewicz „Zur Geschichte der 
Aussagenlogik“ [Erkenntnis 5, 111—131 (1935), s. dies. Zbl. 11, 242] ist folgendes gezeigt 
worden: (1) Die Aristotelische Syllogistik ist in bezug auf ihre Form eine Satzlogik wie die 
Logik der Principia Mathematica, in bezug auf ihren Bereich eine Logik der Namen wie 
„Quadrat“, „Rechteck“, „Viereck“. (2) Die auf Chrysippos (geb. um 281 v.Chr., gest. 
um 208 v.Chr.) zurückgehende Logik ist in bezug auf ihre Form eine Mannigfaltigkeit von 
Regeln des Schließens, in bezug auf ihren Bereich die erste abendländische Aussagenlogik. 


Der bemerkenswerteste Logiker zwischen Aristoteles (384—322) und Chry- 
sippos ist der Aristotelesschüler Theophrast (geb. um 371 v.Chr., gest. um 288 v.Chr.). 
Die vorliegende, dem im Kriege zugrunde gegangenen ersten Bande der Collectanea 
Logica (vgl. vorsteh. Referat) angehörige Abhandlung ist die erste umfassende Unter- 
suchung der aus zersprengten Trümmerstücken in mühevollster Kleinarbeit zu re- 
konstruierenden Theophrastischen Logik mit den Hilfsmitteln der modernen mathe- 
matisierten Logik. Auf eine Einleitung (197—207) und einen Überblick über das um- 
fangreiche theophrastische Schrifttum zur Logik (207—216) folgt eine Reihe von Studien 
über die Fragmiente seiner Satzlehre (216—226), seiner Lehre von den assertorischen 
(226—235), den modalen (235—261) und den hypothetischen Syllogismen (261—274) 
und über die Fragmente aus den übrigen Schriften (274—276). Den Abschluß bildet 
ein sorgfältig abgewogener Überblick über die Ergebnisse (277—282) und eine Folge 
von 353 Anmerkungen (282—304). — Für eine materielle Beurteilung fühle ich mich 
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nicht zuständig. Dafür ist die Materie viel zu voraussetzungsvoll und verwickelt. 
Eine notwendige Bedingung für eine Untersuchung von dieser Art ist eine profunde 
Kenntnis der Aristotelischen Logik im eigentlichen historischen Sinne des Wortes. 
Eine solche Kenntnis ist sehr selten geworden. In Verbindung mit einer Aristoteles- 
interpretation, die von der Präzisierungstechnik der mathematisierten Logik Gebrauch 
macht, ist sie nur in ungewöhnlichen Glücksfällen anzutreffen. Es ist unzweifelhaft, 
daß ein solcher Glücksfall hier vorliegt. Außerdem kann ich noeh folgendes sagen: 
Die Anwendung der Hilfsmittel der mathematisierten Logik auf die für ein solches 
Verfahren geeigneten Stücke der Logik des Theophrast scheint mir von einer muster- 
haften Umsicht und Besonnenheit zu sein. 

Das Probestück auf die Leistungsfähigkeit dieser Methode ist die Theophrastische Theorie 
der modalen Syllogismen. Theophrast ist im allgemeinen Falle ein pünktlicher systematisie- 
render Interpret der Aristotelischen Logik. Seine Theorie der modalen Syllogismen ist seine 
einzige planmäßige Originalschöpfung. Sie wendet sich gegen die in ihrer Art großartige 
Theorie dieser Syllogismen, die Aristoteles An. pr. 18—22 entwickelt hat. Diese Theorie 
fußt auf einem zweiseitigen Möglichkeitsbegriff: Es ist möglich, daß p =,,, es ist nicht not- 
wendig, daß ? nicht, und es ist nicht notwendig, daß p, mit der Konsequenz, daß: (es ist mög- 
lich, daß p) dann und nur dann, wenn (es ist möglich, daß p nicht). Die Aristotelische Theorie 
ist sehr verwickelt. Sie ist nicht völlig abgerundet, und es kann als störend empfunden werden, 
daß sie einen Möglichkeitsbegriff entwickelt, der einen Schluß von der Notwendigkeit auf die 
Möglichkeit nicht zuläßt. Auch in mehreren anderen Fällen ist sie gezwungen, mit dem nahe- 
liegenden Prinzip des generellen Schließens vom Stärkeren auf das Sohwächere zu brechen. 
Theophrast hat eine Theorie konstruiert, in der dieses Prinzip unbeschränkt erhalten bleibt. 
Der hierfür geeignete Möglichkeitsbegriff ist der einseitige Möglichkeitsbegriff: Es ist möglich, 
daß 9 =9,,, es ist nicht notwendig, daß p nicht. Er lag für Theophrast um so näher, als auch 
er schon von Aristoteles in einem anderen Zusammenhang (De interpret. 13) eingehend 
diskutiert worden ist. — Dieser Sachverhalt ist zwar im wesentlichen schon in der grund- 
legenden Dissertation von A. Becker, Die Aristotelische Theorie der Möglichkeitsschlüsse, 
Münster 1933, als selbständige Arbeit Berlin 1933, entdeckt worden. Es ist aber gut, daß eine 
so schwierige Materie noch einmal mit einer solchen Sachkenntnis und Gründlichkeit durch- 
geprüft worden ist. Einige Revisionsvorschläge zu den Beckerschen Ergebnissen scheinen 
mir sehr beachtenswert zu sein. Der ganze Komplex hat ein starkes aktuelles Interesse erlangt 
durch die lebhafte, bei weitem noch nicht abgeschlossene Diskussion der Lewisschen „Theory 
of striet implication“. Vgl. Lewis-Langford, Symbolic Logic 1932. 

Die Hauptergebnisse können im Anschluß an die Formulierungen des Verf. so 
bestimmt werden: (1) Im allgemeinen Falle ist Theophrast der systematisierende 
Interpret der Aristotelischen Logik und zugleich ein sehr wichtiger Zeuge für ihre 
letzte, aus dem Organon selbst nicht deutlich erkennbare Entwicklungsstufe. (2) Seine 
eigentliche historische Bedeutung liegt in den Zusätzen zur Aristotelischen Theorie 
der assertorischen und vor allem in seiner der Aristotelischen entgegengestellten ver- 
emfachten Theorie der modalen Syllogismen. Beides ist in den eisernen Bestand der 
sogenannten klassischen Schullogik eingegangen. Diese Logik ist also in wesentlichen 
Punkten eine Logik des Theophrast und nicht des Aristoteles. (3) Durch die Ver- 
schärfung des Formalismus und eine deutlich wahrnehmbare Tendenz in der Richtung 
auf eine nichtsyllogistische Logik. hat Theophrast die stoische Logik vorbereitet. 

Heinrich Scholz (Münster i. W.). 

Wernick, William: An enumeration of logieal funetions. Bull. Amer. Math. Soc. 
45, 885—887 (1939). . 

Wir sagen: F ist eine n-stellige logische Funktion der m-wertigen Logik L,, dann 
und nur dann, wenn F eine Beziehung ist, durch die jeder n-gliedrigen Folge von Wahr- 
heitswerten von L,, genau ein Wahrheitswert von L, zugeordnet wird. , Man zeigt 
leicht, daß die Anzahl der Klasse der n-stelligen logischen Funktionen einer m-wertigen 
Logik gleich mm" ist. — Wir sagen weiter: Die n-stellige logische Funktion F der 
m-wertigen Logik L, hängt von ihrer k-ten (k<n) Argumentstelle ab dann und nur 
dann, wenn es wenigstens zwei n-gliedrige Folgen von Wahrheitswerten von L„ gibt, 
die sich genau im k-ten Glied unterscheiden und denen durch F verschiedene Wahr- 
heitswerte von L, zugeordnet werden. Wernick hat nun unter Mitwirkung von 
J.C.C. McKinsey gefunden, daß die Anzahl der Klasse der n-stelligen logischen 
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Funktionen einer m-wertigen Logik, die von genau k ihrer Argumentstellen abhängen, 


gleich k 2 
n ; Re 
(%) >, a () 2 Schröter (Münster i. W.). 


1St. =0 

Rosser, Barkley: An informal exposition of proofs of Gödel’s theorems and Chureh’s 
theorem. J. Symbolic Logic 4, 53—60 (1939). 

Thema: Die beiden Gödelschen Unvollständigkeitssätze [Mh. Math. Phys. 38, 
173—198 (1931), Satz VI und XI; dies. Zbl. 2, 1)], der erste mit den drei Beweisen von 
Gödel, Rosser [J. Symbolie Logic 1 (1936), 87—91, Theorem II; dies. Zbl. 15, 338] 
und Kleene [Math. Ann. 112, 727—742 (1936), Theorem XIII; dies. Zbl. 14, 194] 
und der Satz von A.Church von der Unlösbarkeit des sogenannten Entscheidungs- 
problems in formalisierten Logiken von einer gewissen Ausdrucksfähigkeit [Amer. J. 
Math. 58, 345—363 (1936); vgl. J. Symbolic Logic 1, 40f., 101f.; dies. Zbl. 14, 98, 385 
u.15,339] mit den Beweisen von Church und Rosser (a. a. O., Theorem III). Aufgabe: 
eine möglichst sinngetreue Veranschaulichung des ohne einen mühevollen technischen 
Apparat nicht formulierbaren genauen Sinnes dieser tiefliegenden Sätze und eine mög- 
lichst zuverlässige Reproduktion der verwickelten Voraussetzungen und Leitgedanken 
der für sie existierenden angegebenen Beweise. Es scheint mir, daß der gewagte Versuch 
so gut gelungen ist, daß nicht nur der angeredete Durchschnittsleser (average reader) 
diesen Bericht mit dem größten Gewinn studieren wird; denn ein sehr genaues Studium 
wird der noch nicht gut: Unterrichtete auch diesem Bericht noch zuwenden müssen, 
wenn er so aufgeklärt werden will, daß er gegen grobe Mißverständnisse geschützt ist. 
Es ist zu bedauern, daß die inzwischen erschienene genaue, ausführliche und originelle 
Behandlung der Gödelschen Sätze und des Satzes von Church im Rahmen der Hilbert- 
schen Beweistheorie durch P. Bernays (Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathe- 
matik II. 1939, $4, $5.1,2 und Supplement II; dies. Zbl. 20, 193) in diesem Bericht 
noch nicht hat berücksichtigt werden können. Es sollte ein Nachtrag erwogen werden, 
in welchem dies nachgeholt wird. Heinrich Scholz (Münster ı. W.). 


Ackermann, Wilhelm: Zur Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie. Math. Ann. 
117, 162—194 (1940). 

Durch die Ergebnisse von Gödel [Mh. Math. Phys. 38, 173—198 (1931); dies. 
Zbl. 2, 1] schien eine gewisse Zeit die Durchführung des Hilbertschen Programms, 
die Mathematik als widerspruchsfrei nachzuweisen, in Frage gestellt. Der erste, der 
diese Schwierigkeiten für die Zahlentheorie (unter Einschließung der vollständigen 
Induktion) überwand, war Gentzen [Math. Ann. 112, 493—565 (1936); dies. Zbl. 14, 
388]. In der vorliegenden Arbeit kehrt W. Ackermann zu dem ursprünglichen An- 
satz Hilberts für einen WF.-Beweis der Zahlentheorie zurück. In den Bezeichnungen 
schließt sich A. eng an die Bezeichnungen in dem Standardwerk der Göttinger Schule: 
D. Hilbert-P. Bernays, Grundlagen der Mathematik I, 1934, II, 1939. Berlin 
(dies. Zbl. 9, 145; 20, 193) an. In dem von A. zugrunde gelegten Formalismus kommen 
außer den freien und gebundenen Zahlenvariablen das Zeichen O, die Funktionszeichen 
ö,',+,., das Zeichen =, die logischen Zeichen —, — und das Hilbertsche &-Zeichen vor. 
Für diesen Formalismus werden dann (vgl. Hilbert-Bernays) die üblichen Begriffe 
wie Term, Formel, Axiom usw. erklärt. In Hilbert-Bernays II, $$ 2, 4 ist für diesen 
Formalismus die Ausschaltung der e-Symbole innerhalb von Beweisfiguren und die 
damit eng verbundene Widerspruchsfreiheit gezeigt, falls nur „kritische Formeln 
zweiter Art vom Rang 1 zugelassen werden. A. hat nun das dort angegebene — von 
ihm stammende — Verfahren benutzt, um die Widerspruchsfreiheit auch im allgemeinen 
Falle, wenn also beliebige kritische Formeln zugelassen werden, zu zeigen. Der Grund- 
gedanke des WF.-Beweises ist folgender: Wir verstehen unter einem „Zahlzeichen“ 
ein Zeichen, das aus dem Zeichen © und einer höchstens endlichen Anzahl angehängter 
’-Zeichen besteht. Die „Richtigkeit“ bzw. „Falschheit“ einer Formel, die keine Variable 
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enthält, ist dann bequem zu erklären, da ja jeder Term, der keine Variablen enthält, 
sich auf ein Zahlzeichen reduzieren läßt, wenn man die Rekursionen für 6, +, - an- 
wendet. Da weiter die „Richtigkeit‘‘ einer Formel eine deduktionserbliche Eigenschaft 
ist (d.h. eine Eigenschaft, die sich von Formeln auf aus ihnen — in bezug auf den 
zugrunde gelegten Folgerungsbegriff — ableitbare Formeln vererbt), und da ferner 
alle Axiome außer den „eigentlichen e-Axiomen‘“ (die „kritische Formeln‘ genannt 
werden) bei jeder Ersetzung der e,WX(x) durch Zahlzeichen in richtige Formeln über- 
gehen, so braucht für den WF.-Beweis nur gezeigt zu werden, daß die in einer Beweis- 
figur vorkommenden &,W(x) so durch Zahlzeichen ersetzt werden können, daß sämt- 
liche kritische Formeln in richtige übergehen. Um dies zu zeigen, wird ein schon in 
Hilbert-Bernays II, $$ 2, 4 angegebenes, von A. stammendes Verfahren benutzt, das 
die Bildung immer neuer Gesamtersetzungen gestattet, so lange nicht bei einer Gesamt- 
ersetzung alle kritischen Formeln in richtige übergehen. Bei den hier benutzten Ge- 
samtersetzungen können höchstens kritische Formeln der Form (a) > A(e,A(z)) 
falsch werden. Da in einer Beweisfigur höchstens endlich viele kritische Formeln 
dieser Form vorkommen, genügt es für den WF.-Beweis zu zeigen, daß das angegebene 
Verfahren nach endlich vielen Schritten abbricht, wenn man sich auf endlich viele 
„Grundtypen‘“ beschränkt. Grundtypen sind hierbei den Termen der Form &,W(x) 
eindeutig zugeordnete e-Terme einer bestimmten Form. Es ist die wesentliche Leistung 
der hier angezeigten neuen Arbeit A.s, daß A. jetzt den Endlichkeitsbeweis allgemein 
führen kann, während in Hilbert-Bernays II, 8$2, 4 nur die früheren Teilresultate 
von A. Aufnahme finden konnten. Bei dem Endlichkeitsbeweis wird als wesentliches 
Beweismittel eine neue Klasse rekursiver Funktionen benutzt. Diese rekursiven 
Funktionen sind nicht formalisierbar in dem zugrunde gelegten Formalismus. Dies 
steht in bester Übereinstimmung mit dem allgemeinen Gödelschen Theorem, daß ein 
WE.-Beweis für die Zahlentheorie Beweismittel erfordert, die in der Zahlentheorie 
selbst nicht formalisierbar sind. Trotzdem sind diese Funktionen vom Standpunkt 
des Finitismus aus zulässig; denn es ist möglich, für vorgegebene natürliche Zahlen 
den Funktionswert in endlich vielen Schritten zu berechnen. Bei den Ackermannschen 
Untersuchungen ergibt sich für den Endlichkeitsbeweis noch der methodische Fort- 
schritt, daß es A. gelingt, für eine vorgegebene Beweisfigur eine Abschätzung für die 
Anzahl der für die Konstruktion einer ‚‚Beispielersetzung‘‘ erforderlichen Reduktions- 
schritte anzugeben. In diese Abschätzung gehen drei Konstanten der Beweisfigur 
ein; es sind (1) die Anzahl der „Grundtypen‘“, (2) der maximale ‚Grad‘, der unter 
den Termen der Beweisfigur vorkommt, und (3) die Anzahl der e-Terme der Beweis- 
figur. Hierbei ist der Grad eines e-Terms eine durch gewöhnliche Rekursion definierte 
Zahl. Durch die ungewöhnlich klare, auch für die Frage des ‚Göttinger Finitismus‘ 
aufschlußreiche Arbeit ist den negativen Gödelschen Theoremen für die Zahlentheorie 
(mit vollständiger Induktion) die positive Antwort der Göttinger Schule entgegen- 
gestellt worden. Schröter (Münster i. W.). 


@ Juhos, B. von: Erkenntnisformen in Natur- und Geisteswissenschaften. (Pan- 
Bücherei. Gruppe: Philosophie. Nr. 20.) Leipzig: Rudolf Birnbach, Abt. Pan-Verl. 1940. 
III, 57 S. RM. 2.50. 

Verf. definiert Gesetze 1. Stufe, welche Konstante enthalten: ‚auf das Ereignis A 
folgt stets das Ereignis B“‘, und Gesetze 2. Stufe, welche die Konstanten ausschalten 
und Funktionen verwenden: „auf Ereignisse x folgen stets Ereignisse y so, daß 
y= f(x)“. Nur die letzteren lassen Voraussagen zu über Ereignisse, die nicht schon 
in dieser Form beobachtet wurden. Verf. bezeichnet als Ziel der Naturwissenschaften 
die Aufstellung von Gesetzen 2. Stufe, als Voraussetzung der Geisteswissenschaften 
die Gültigkeit von Gesetzen 1. Stufe. Diese Vorstellungen wurden durchgeführt an 
den modernen physikalischen Theorien, am Problem der Willensfreiheit und der 
geisteswissenschaftlichen Methode des ‚„Nacherlebens‘“. OÖ. F.v. Weizsäcker. 
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Geschichtliches, Unterhaltungsmathematik. 


Thureau-Dangin. F.: Sketch of a history of the sexagesimal system. Osiris 7, 
95—141 (1939). 

Eine mit vielen Quellen belegte Geschichte des von den Sumerern stammenden 
Sexagesimalsystems und seiner Auswirkungen, so wie Thureau-Dangin sie sieht, 
jedoch unter Berücksichtigung anderer Auffassungen. Während bei den Griechen die 
Rechenkunst in der Achtung und wissenschaftlichen Entwicklung hinter der Geometrie 
zurückstand, war es in Babylon umgekehrt. Das Sexagesimalsystem entstand aus der 
bewußten Verbindung der vom Fingerrechnen stammenden Zahl 10 mit dem Streben, 
die Zahl 6 wegen ihrer Teiler in den Aufbau der Rechenkunst mit hineinzuziehen. 
Ursprünglich auch in allgemeinem Gebrauch, verschwand es schon vor Ende des 
dritten Jahrtausends aus diesem, wirkte sich aber weiter aus in Kreisen der Gelehrten. 
Das Wesentliche des Systems ist nicht nur in der Basis 60 zu sehen, sondern noch 
vielmehr in der Übertragung der sexagesimalen Schreibweise von den ganzen Zahlen 
auf die Brüche. Dieser aus einem weit zurückliegenden Altertum stammende Fort- 
schritt wurde bei unserem Dezimalsystem erst zu Beginn der Neuzeit gemacht, und 
zwar in Anlehnung an das Sexagesimalsystem. Das sexagesimale Bruchsystem ent- 
wickelte sich im Anschluß an die Metrologie und wurde erst allmählich abstrakt. Das 
abstrakte 60er-System mit seiner großen Geschmeidigkeit ermöglichte schon vor der 
ersten babylonischen Dynastie die Entwicklung einer Algebra (nicht Buchstaben- 
rechnung) mit Gleichungen ersten und zweiten Grades mit einer und mehreren Unbe- 
kannten. Die Lösungsmethode war durchweg der falsche Ansatz. Irrationale und 
negative Größen ergaben sich dabei nie, weil die Probleme stets mit dem Augenmerk 
auf ihre Lösbarkeit gestellt wurden. Der Verf. rechnet viele Beispiele durch. Auch 
die sumerisch-babylonischen Astronomen bedienten sich, wie später die Griechen, mit 
Erfolg des 60er-Systems. Durch die Astronomen erfolgte die Einführung der Null. 
Es ist schade, daß der Verf. bei seinen einleitenden Erörterungen über die Entstehung 
des Systems keinen Blick auf die Naturvölker warf, bei denen, wie Ref. nachweisen 
konnte, das System auch auftritt (vgl. Wissensch. Blätter der Germania 1925, 126; 
Arch. Gesch. Math. 12, 119). Fettweis (Düsseldorf). 


Lorey, Wilhelm: Zahl-Vorstellung und Bezeichnung bei primitiven Völkern. Scientia 
67, 68—75 (1940). 

Ein aus mehr oder weniger lose aneinander gereihten Einzelheiten bestehender Vortrag, 
den der Verf. im Verein für oriental. Sprachen hielt und zum Gedenken an Johannes Tropfke 
veröffentlicht. Immer wieder werden unter Einzelangaben aus der Zählkunst primitiver 
Völker entsprechende Einzelangaben aus unserer mathematischen Kultur gemischt. Lorey 
legt nicht fest, was er unter „primitive Völker‘‘ verstanden wissen will. Quellen für die vielen 
interessanten Einzelheiten werden leider spärlich angegeben. L. sagt: Die primitiven Völker 
haben noch keine mathematische Wissenschaft wie die alten Ägypter und Babylonier, aber sie 
zählen. Sie arbeiten mit Vorstellungen konkreter Mengen und zeigen bei deren- Anwendung 
ein hoch entwickeltes Vorstellungsvermögen und einen stark entwickelten Wirklichkeitssinn. 
Ihre Zahlwörter unterscheiden sich vielfach nach der Art der gezählten Gegenstände. Die 
Zahlwörter hängen oft mit der Gewohnheit zusammen, die Finger und Zehen beim Zählen 
zu benutzen. Als erste künstliche Zahlzeichen treten Kerben auf. Abstrakten Überlegungen 
sind nach L. die primitiven Völker sicher unzugänglich. Diesen Satz wird man aber mit Vor- 
sicht aufnehmen, wenn man bedenkt, mit welcher methodischen Sorgtalt und Vorsicht wir 
unsere aus einem ganz anders entwickelten Milieu hervorgehende Jugend durch viele Jahre 
hindurch allmählich an die abstrakte Zahlenwelt heranzuführen suchen. Das geschieht auch 
nicht angenähert so in Eingeborenenschulen. Fettweis (Düsseldorf). 


Waerden, B. L. van der: Zenon und die Grundlagenkrise der griechischen Mathe- 
matik. Math. Ann. 117, 141—-161 (1940). 

Entgegen der früher von P. Tannery und von Hasse und Scholz vertretenen 
Ansicht, die berühmten Antinomien des Zenon hätten die Absicht, den Aufbau des 
räumlichen und zeitlichen Kontinuums aus unteilbaren Bestandteilen zu widerlegen 
und damit Kritik an einer Infinitesimalmathematik zu üben, wird in überzeugender 
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Weise gezeigt, daß Zenon und die Infinitesimalmathematik nichts miteinander zu tun 
haben. In $1 werden die überlieferten. Zenonfragmente genau analysiert und in einer 
Weise gedeutet, die sie in Einklang mit allem bringt, was wir sonst von eleatischer 
Philosophie und von den Absichten Zenons wissen. In $2 wird unabhängig davon 
aus der Betrachtung der geschichtlichen Entwicklung der Mathematik im 5. Jahr- 
hundert gefolgert, daß es zur Zeit Zenons keine Infinitesimalmathematik gegeben hat, 
gegen die sich seine Kritik hätte richten können, und noch weniger eine durch die 
Infinitesimalmathematik herbeigeführte „Grundlagenkrisis“, in die er mit seiner 
Kritik hätte eingreifen können. Vielmehr ist der geometrische Atomismus umgekehrt 
eine Reaktion auf die eleatische Philosophie. $3 schildert den Verlauf der wirklichen 
„Grundlagenkrisis““ der griechischen Mathematik zu Beginn des 4. Jahrhunderts, 
die durch die Entdeckung des Irrationalen herbeigeführt wurde. Sie gab den Anlaß, 
die Algebra von ihrem numerischen Ausgangspunkt loszulösen und in eine geometrische 
Algebra zu verwandeln. Diese neue Grundlegung war keine Krankheitserscheinung, 
sondern die Vorbereitung zu den großartigsten Schöpfungen des griechischen Geistes 
auf mathematischem Gebiet. Bessel-Hagen (Bonn). 


@ Tropfke f, Johannes: Geschichte der Elementar-Mathematik in systematischer 
Darstellung mit besonderer Berücksichtigung der Fachwörter. Bd. 4: Ebene Geometrie. 
3., verb. u. verm. Aufl. besorgt v. Kurt Vogel. Berlin: Walter de Gruyter & Co. 1940. 
316 8. u. 58 Fig. RM. 12.—. 

Seit der im Jahre 1930 erschienenen zweiten Auflage ist der Stoff des Buches 
einerseits durch Berücksichtigung neuerer Quellen, andererseits durch genauere Ver- 
arbeitung der seitherigen Quellen beträchtlich gewachsen: die Seitenzahl von 238 auf 
310, die Zahl der Quellennachweise von 1679 auf 2160. Wie die anderen Bände gibt 
auch dieser in seinem allgemeinen Teil eine Gesamtaussicht über die geschichtliche 
Entwicklung der Elementargeometrie, in seinem besonderen Teil eine Geschichte 
aller vorkommenden elementargeometrischen Begriffe und Fachwörter, Sätze und 
Aufgaben. An Stelle 'von Johannes Tropfke, der leider im November 1939 starb, 


hat Kurt Vogel, München, die Drucklegung zu Ende geführt. K. Flodt. 
Conte, Luigi: Dalla „sezione del cono“ di Sereno. IH. Period. Mat., IV.s. 20, 
1—23 (1940). 


In Fortführung seiner früheren "Untersuchungen (dies. Zbl. 19, 99; 20, 196) über 
die Kegelschnittsschrift „‚nzegi x&vov tous‘ des Serenos übersetzt der Verf. hier die 
Sätze XXI—LI, die gleichschenklige Dreiecksschnitte eines schiefen Kreiskegels zum 
Inhalt haben und die wegen der subtilen Fallunterscheidungen Beachtung verdienen. 

Vogel (München). 

@ Zinner, Ernst: Der Sternenmantel Kaiser Heinrichs. Himmelskunde und Rechen- 
kunst im alten Bamberg. (Kl. Bamberg. Bücher Bd. 8.) Bamberg: Verlagshaus Meisen- 
bach & Co. 1939. 58 S. RM. 1.20. 

An Hand der in der Bamberger Dombücherei, die im Jahre 1007 von Kaiser Heinrich I. 
gegründet wurde, und den Bamberger Museen befindlichen Gegenstände erzählt Verf. von der 
Ausbreitung mathematischer und naturwissenschaftlichen Kenntnisse im mittelalterlichen und 
späteren Bamberg. Die alte Dombibliothek enthält wichtige Werke der ausgehenden Antike 
und des beginnenden Mittelalters zur Sternkunde und Rechenkunst, z. B. Boetius und Mart. Ca- 
pella. Insbesondere astronomische Instrumente wurden in Bamberg hergestellt, so z.B. 
Sonnenuhren von Frutolf (etwa 1100), Planetarien, Globen und Meßgeräte von Joh. Schöner 
(1477—1547) und nach Eindringen der Kopernikanischen Lehre Planetarien von J.G.Nestfell 
(1743). 1483 wurde das als Bamberger Rechenbuch bekannt gewordene Lehrbuch für kauf- 


männisches Rechnen gedruckt. 19 schöne Photos von den besprochenen Gegenständen. 
Harald Geppert (Berlin). 


& Zinner, Ernst: Leben und Wirken des Johannes Müller von Königsberg genannt 
Regiomontanus. (Schriftenreihe z. bayer. Landesgeschichte. Hrsg. v. d. Kommission 
f. bayer. Landesgeschiehte b. d. Bayer. Akad. d. Wiss. Bd. 31.) XIII, 294 8. u. 46 Tat. 
München: C. H. Becksche Verlagsbuchhandl. 1938. RM. 16.—. 

In jahrelangen mühsamen und zeitraubenden Vorstudien hat Verf. das Material 
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zu dieser sehr eingehenden Darstellung gesammelt, die das unentbehrliche Hilfsmittel 
aller späteren Regimontanforschung sein wird. Sie gibt eine Fülle von Einzelheiten, 
vor allem biographischen und bibliographischen Inhalts, und bahnt dem Leser den 
Zugang zu den Originalen, die er selbst ohne diesen treuen Wegweiser in solcher Voll- 
ständigkeit nicht so leicht zusammenfinden könnte. Der astronomische Inhalt des 
Lebenswerkes ist ziemlich eingehend dargestellt, das Mathematische mehr skizzenhaft 
umrissen. Diese Seite des Regimontanschen Schaffens würde wohl eine gesonderte 
und weitergehende Behandlung erfordern. — Rühmende Hervorhebung verdienen 
die schönen Bildtafeln und die sorgfältig gearbeiteten Register. J. E. Hofmann. 

Watson, E. C.: The early days of the acad&mie des seiences as portrayed in the en- 
gravings of Sebastien Le Clere. Osiris 7, 556—587 (1939). 

Zusammenkunft von 20—21 Mitgliedern am 22. XII. 1666 in zwei kleinen Zimmern 
der Königlichen Bibliothek (in der Nähe der heutigen Bibliotheque Nationale zu Paris) bedeutet 
den ersten Anfang der Academie des sciences. Ihre Veröffentlichungen von 1670—1714, 
geschmückt von dem tüchtigen Künstler Ingenieur Sebastien Le Clerc (1637—1714) ge- 
hören zu den am schönsten ausgeführten wissenschaftlichen Werken. Von den wiedergegebe- 
nen 18 Bildern sind Fig. 1—4 die ersten bekannten Bilder einer wissenschaftlichen Sitzung. 
Man kennt keine andere Darstellung von Mariotte, Picard und Pecquet als in diesen 
Gruppenbildern. Die damalige Arbeitsweise, Räumlichkeiten und physikalischen Geräte (z. B. 
Pumpe, Mikroskop) wurden getreu abgebildet. S. Le Clerc erhielt anfangs vom König jähr- 
lich 1800 livres und Wohnung, verfertigte im ganzen mehr als 4000 Stiche. Man hält die mit- 
geteilte große und reiche Komposition, Fig. 17, für seine beste Arbeit. Jözsef Jelitai. 

Pelseneer, Jean: Lettres inedites de Newton. Osiris 7, 523—555 (1939). 

Es handelt sich um vier Briefe aus der Korrespondenz zwischen Newton und 
Oldenburg (1672, 1676) und vier andere aus der Korrespondenz zwischen Newton 
und Hooke (1677, 1678). Sie spielen eine gewisse Rolle in den Auseinandersetzungen 
über die Dispersion des Lichtes und die Verbesserung des Spiegelteleskops. Beigefügt 
ist das ablehnende Gutachten Newtons und Halleys (1712) über ein angeblich rein 
nordweisendes magnetartiges Instrument. Die Stücke sind sehr sorgfältig heraus- 
gegeben und angemerkt, einige sind auch im Faksimile beigefügt. Hofmann (Berlin). 

Spiess, Walter: Kann man für Daniel Huber, Prof. Math. (D. H. P. M.) Ansprüche 
als Frfinder der „Methode der kleinsten Quadrate‘ geltend machen? Schweiz. Z. 
Vermessgswes. 37, 11—17 u. 21—23 (1939). 

Die öfters von Zeitgenossen geäußerte Ansicht, der Baseler Mathematikprofessor 
Daniel Huber (1768—1829) habe noch vor Gauß und Legendre die Methode der 
kleinsten Quadrate erfunden und benutzt, hält der vom Verf. durchgeführten kritischen 
Prüfung seiner Aufzeichnungen nicht stand. Huber hat vielmehr bei seinen geo- 
dätischen Messungen die damals übliche willkürliche Ausgleichung angewandt, die ihn 
zu schlechteren Ausgleichungsergebnissen führt als die M.d. kl. Qu. Wo er gelegentlich 
von dieser spricht (ohne sie jedoch folgerichtig zu benutzen), bezeichnet er sie selbst 
als den „Legendreschen Maßstab“. Harald Geppert (Berlin). 

@ Vries, Hk. de: Historische Studien. III. Groningen u. Batavia: P. Noordhoff 
1940. 261 S. u. 15 Fig. Fl. 3.75. [Holländisch]. 

Verf. vereinigt hier eine Reihe von Beiträgen über die Theorien und Einzelsätze 
der metrischen und projektiven Geometrie im Kreis von Möbius und Plücker 
[Nieuw Tijdschr. Wiskde 24, 1—21, 307—341 (1936/37) und 25, 226-252 (1938)] 
mit den Studien von Möbiusund Gauß über die Beziehungen zwischen Kettenbrüchen, 
projektiven Punktreihen und der geometrischen Optik der Linsensysteme [Euclides 
16, 44—84 (1939)]. Dazu tritt der schöne Gedächtnisaufsatz auf Monge [Euclides 14, 
137—179 (1937)], eine gesonderte Darstellung seiner Leistungen auf dem Gebiet der 
partiellen Differentialgleichungen [Christ. Huygens 17, 182—192 (1939)] und ein 
ziemlich allgemein gehaitener Abriß über die wichtigsten Ergebnisse der Mathematik 
in der 2. Hälfte des 18. Jahrhunderts. Alles ist leicht und flüssig dargestellt, doch 
wird der Rahmen einer ziemlich populär gehaltenen Studie nirgends überschritten. 

Hofmann (Berlin). 
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® Rohr, Moritz von: Ernst Abbe. (Beitr. z. Geschichte d. Univ. Jena. H. 8.) Jena: 
Gustav Fischer 1940. XXIV, 234 S., 17 Taf. u. 29 Abb. RM. 10.50. 

M. von Rohr vermittelt in diesem Buche ein umfassendes Bild von dem arbeitsreichen 
Leben Ernst Abbes. Er schildert zunächst, wie sich der Arbeitersohn zum Unis ersitätslehrer 
emporarbeitet, wie dann der Gelehrte sein ganzes Können und Wissen dem technischen Fort- 
schritt dienstbar macht, und wie er endlich als Betriebsführer durch eine einzig dastehende 
soziale Tat seiner Zeit weit vorauseilt, in dem er durch die Begründung der Carl Zeiß-Stiftung 
sein Lebenswerk krönt. Es ist das Bild eines Mannes, ‚‚der die Erreichung seiner Ziele höher 
gehalten hat als sein eigenes Leben“. (Schlußworte des Buches.) In Abbes wissenschaftliche 
und sozialpolitische Abhandlungen erhält man durch kurze Inhaltsangaben einen tiefen Ein- 
blick. Es soll hier nur auf einige Stellen von mehr mathematischem Interesse hingewiesen 
werden. Es sind dies die Untersuchungen über die Strahlenbegrenzung (52), die Darstellungs- 
form der Zone und des Farbenunterschieds des Öffnungsfehlers (59), die theoretische Zer- 
legung der Wirkungsweise des zusammengesetzten Mikroskops in Lupc plus Fernrohr (71), 
ferner die Anordnung zur Prüfung eines beliebigen Mikroskopobjektivs aut die Erfüllung 
der Sinusbedingung mittels eines Hyperbelgitters (114), die in einem neu angefertigten Bild 
sehr anschaulich dargestellt wurde, und endlich die Untersuchung über die zweckmäßige 
Verteilung der Gesamtvergrößerung des Mikroskops auf Okular und Objektiv (140). 

B. Knorr (Jena). 


Archibald, Raymond Clare: Gino Loria. Osiris 7, 5--30 (1939). 

Biographie mit vollständigem Schriftenverzeichnis. H.Geppert (Berlin). 

Bompiani, Enrico: Gaetano Scorza. Rend. Semin. mat. Roma, IV. s. 3, 139—152 
(1939). 

Kurze Biographie mit vollständigem Schriftenverzeichnis. Harald Geppert. 

Maniä, Basilio: Le riecerche compiute in Italia nel eampo dell’analisi matematica 
durante ’anno XVI delP’E. F. (27. riun., Bologna, 4—11.IX. 1938.) Atti Soc. ital. 
Progr. Sci. 2, 34—57 (1939). 

Eingehender Bericht mit ausführlicher Schrifttumsübersicht über alle in Italien 
im Jahre 1938 über Grundlagenfragen, Geschichtliches, Algebra und vor allem Analysis 
erschienenen Veröffentlichungen. Harald Geppert (Berlin). 


Bortolotti, Enea: Ricerche geometriche in Italia nell’anno XVI E. F. (27. riun., 
Bologna, 4—11. IX. 1938.) Atti Soc. ital. Progr. Sei. 2, 11—33 (1939). 

Ausführlicher Bericht mit vollständiger Schriftenübersicht über alle im Jahre 1938 
in Italien auf den Gebieten der projektiven und algebraischen Geometrie, der pro- 
jektiven und metrischen Differentialgeometrie und der Topologie angefertigten Arbeiten. 

Harald Geppert (Berlin). 

© Schubert, Herin«nn: Mathematische Mußestunden. Eine Sammlung von Geduld- 
spielen, Kunststücken und Unterhaltungsaufgaben mathematischer Natur. Neubearb. v. 
F. Fitting. 6. Aufl. Berlin: Walter de Gruyter & Co. 1940. 260 S. geb. RM. 4.80. 

Die neue Auflage des beliebten Werkes ist gegenüber, der vorangehenden unver- 
ändert geblieben. Das Buch zerfällt in zwei Teile; der erste behandelt Zahlprobleme, 
die mit einfachen algebraischen Beziehungen oder der elementaren Zahlentheorie 
zusammenhängen, wie Erraten von Zahlen, Kartenspiele, Dominoketten, Umfüllungs- 
und Teilungsäufgaben, dyadische und triadische Darstellungen, vollkommene Zahlen, 
pythagoräische Zahlen und schließlich Trugschlüsse. Der zweite Teil bespricht die 
wesentlich schwierigeren Anordnungsprobleme, wie magische Quadrate, Boss-Prizzle, 
Herstellung von Rösselsprüngen, Eulersche Wanderungen, Hamiltonsche Rundreisen, 
Sternsechseck und das Spiel der 30 bunten Würfel. Während die Darstellung durchweg 
allgemeinverständlich und von tiefergehenden mathematischen Analysen im allgemeinen 
frei ist, hat der Herausgeber gerade im zweiten Teil durch eigene Beiträge insbesondere 
die Theorie der magischen Quadrate, des Rundreise- und des damit zusammenhängenden 
Rösselsprungproblems mathematisch vervollständigt. Harald Geppert (Berlin). 

Aigner, Alexander: Mathematische Behandlung des Einsiedlerspieles in der Ebene 
und im Raume. Deutsche Math. 5, 12—36 (1940). 

Es kam darauf an, anzugeben, wieviele Klassen äquivalenter Figuren in dem 
Einsiedlerspiel auftreten. Das sind solche Figuren, die durch gewisse Operationen, 
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die durch die Spielregeln gegeben sind, ineinander übergeführt werden können. Für 
die Ebene gibt es 16 solcher Klassen; diese bilden eine Abelsche Gruppe vom Typ 
(2,2,2,2). Schließlich wird die Untersuchung auf den Raum ausgedehnt. Neuss. 


Algebra und Zahlentheorie. 
Lineare Algebra, Polynome, Invariantentheorie: 


© Waerden, B. L. van der: Moderne Algebra. Unter Benutzung von Vorlesungen v. 
E. Artin u. E. Noether. TI. 2. 2., verb. Aufl. (Die Grundlehren d. math. Wiss. in Einzel- 
darstell. mit besonderer Berücksichtigung d. Anwendungsgeb. Hrsg. v. W. Blaschke, 
R. Grammel, E. Hopf, F. K. Schmidt, B. L. van der Waerden u. für d. engl. Sprach- 
gebiet v. G. D. Birkhoff, 6. A. Bliss, R. Courant, M. Morse u. M. H. Stone. Bd. 34.) 
Berlin: Julius Springer 1940. VIII, 224 S. RM. 16.50. 

Gegenüber der ersten Auflage dieses bewährten Lehr- und Handbuches sind einige 
Änderungen eingetreten. Die beiden ersten Abschnitte über Resultanten sind in den 
ersten Band übernommen worden. Die Theorie der Polynomideale hat einige Ab- 
striche erfahren; es handelt sich dabei um Dinge, die ohnehin mehr in die algebraische 
Geometrie gehören. Ungeändert blieb die Theorie der ganzen Größen, die lineare 
Algebra hat nur geringfügige Abänderungen erfahren. Die wichtigsten Änderungen 
und Zusätze finden sich in der Theorie der hyperkomplexen Größen und in der Dar- 
stellungstheorie. Die algebraische Theorie der hyperkomplexen Systeme ist vollständig 
dargestellt worden bis zur Brauerschen Algebrenklassengruppe, den Faktorensystemen 
und den verschränkten Produkten. Deuring (Jena). 


 Rados, Gustav: Über die Unabhängigkeit der Bedingungsgleiehungen zwischen den 
Koeffizienten unitärer Substitutionen. Acta Litt. Sci. Szeged 9, 201—205 (1940). 

Das zu behandelnde komplexe Gleichungssystem wird auf.ein reelles Gleichungs- 

system zurückgeführt, bei dem die Quadratsumme der. zugehörigen Funktionaldeter- 
minanten eine Potenz von 2 darstellt und somit von O verschieden ist. Krull. 


Teofilato, Pietro: Sopra i vineoli indotti e autoindotti. III. Rend. Semin. Fac. Sci. 
Univ. Cagliari 9, 57—71 (1939). 

In der vorangehenden Note II (vgl. dies. Zbl. 22, 32) wurde Verf. auf die Be- 
trachtung einer gewissen Matrix |A;,]| geführt und zeigte auf Grund eines bekannten 
Satzes, daß unter der Voraussetzung ihrer Schiefsymmetrie ihre charakteristischen 
Wurzeln mit evtl. Ausnahme einer verschwindenden sämtlich rein imaginär sind. 
In der vorliegenden Note III zeigt nun Verf., daß auch ohne diese Voraussetzung die 
nichtverschwindenden charakteristischen Wurzeln jener Matrix immer rein imaginär 
ausfallen. Das Ergebnis folgt daraus, daß man die Matrix |A,,|| als Produkt einer 
symmetrischen Matrix A mit einer zu einer positiv definiten quadratischen Form ge- 
hörigen symmetrischen Matrix K darstellen kann, es kann dann als Folge eines bekann- 
ten allgemeinen Satzes [M. Cipolla, Note Esercit. Mat. 4, 53—59 (1924)] gewonnen 
werden, wird aber vom Verf. direkt bewiesen. Auf Grund dieses Ergebnisses bemerkt 
Verf., daß die Schlüsse des $ 5 seiner Note II ihre volle Geltung behalten, wenn man 
nur die zusätzliche Voraussetzung macht, daß die genannten rein imaginären Wurzeln 
alle einfach seien. M. Cipolla (Palermo). 

Williamson, John: Note on a prineipal axis transformation for non-hermitian 
matrices. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 920—922 (1939). 

Der Satz über die unitäre Hauptachsentransformation einer komplexen Matrix A 
mit r Zeilen und s Spalten (vgl. Eckart-Young, dies. Zbl. 20, 198) wird neu bewiesen 
und zugleich gezeigt, daß die (reellen) Diagonalelemente eindeutig bestimmt sind als 
positive Quadratwurzeln der von Null verschiedenen (positiven) charakteristischen 
Wurzeln der positiven Hermiteschen Matrix AA*, wo A* die zu A konjugierte trans- 
ponierte Matrix ist. Ferner können zwei rechteckige (r, s)-Matrizen A und B dann und 
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nur dann simultan unitär auf Diagonalgestalt transformiert werden,wenn A B*—=(B4*), 
B*A = f(4*B), f(x) ein Polynom. Dabei treten in den Diagonalmatrizen höchstens 
soviele nicht reelle Elemente auf, wie der kleinere Rang von A oder B beträgt. In den 
Beweisen werden der Begriff der normalen Matrix (CC* = (**C) und einige Ergebnisse 
früherer Arbeiten benutzt (vgl. dies. Zbl. 11, 195; 19, 1). EZ. Schulenberg (Berlin). 

Givens, Wallace: Facetorization and signatures of Lorentz matrices. Bull. Amer. 
Math. Soc. 46, 81—85 (1940). 

Unter Lorentztransformationen werden hier solche lineare Transformationen 
x =Lz verstanden, welche die Form @,)= 3 +- +2 —- 2,ı-—.- — 


n 
invariant lassen. Unter Spiegelungen werden die Lorentztransformationen 


t=1—2 at v verstanden. In allen Körpern mit Charakteristik #2 gilt: Jede 
Lorentztransformation ist Produkt von Spiegelungen. Ist die Matrix der Transfor- 
mation L= ea ‚ wobei 4 eine t-reihige, D eine (n—t)-reihige Matrix ist, und definiert 
man im Falle eines angeordneten Körpers 
+1 für ]4]>0, +1 für |D|>0, 
L = L == 
2) & a Br für |D|<o, 
so gilt o,(Z)o,(M)=0o,(LM); o_(L)o_(M)=0o_(LM) und |Z|=o,(L)o_(Z). 
van der Waerden (Leipzig). 

Foulkes, H. 0.: Canonical matrix roots of equations. Proc. London Math. Soc., 
II.s. 46, 155—173 (1940). 

 L’aut. continue les recherches de A. R. Richardson (ce Zbl.15, 387) sur les 
solutions matricielles d’une e&quation algebrique irreductible dans un corps donne K. 
Des formes canoniques de ces solutions (au sens de A. R. Richardson) sont donnde 
pour les &quations du degr& 2, 3 et pour les &quations du degr& 4 dont le groupe est 
d’ordre 4 ou 8. T Popoviciu (Cernäufi). 

Oldenburger, Rufus: Complete redueibility of forms. Bull. Amer. Math. Soc. 46, 
88—92 (1940). 

Verf. bemüht sich in Anlehnung an einen allgemeinen Satz von Hodevar [vgl. 
Wiener Ber. 113, 407—428 (1904)], dem der komplexe Zahlkörper zugrunde liegt, ein 
Kriterium dafür aufzustellen, daß eine kubische Form in drei Variablen über einem 
Körper beliebiger Charakteristik in das Produkt von drei verschiedenen Linearformen 


zerfalle. W. Gröbner: (Berlin). 
Braun, Hel: Geschlechter quadratischer Formen. J. reine angew. Math. 182, 33—49 
(1940). 


Der Minkowskischen Theorie der Geschlechter quadratischer Formen, d.h. sym- 
metrischer ganzzahliger Matrizen, haftet eine gewisse Unhandlichkeit an, die darauf 
zurückzuführen ist, daß das dyadische Verhalten der Formen jeweils besonders beachtet 
werden muß. Dieser Mißstand wird beseitigt, wenn man, wie Verf. zeigt, von einer 
geeigneten Geschlechtsdefinition und geeigneten Geschlechtsinvarianten ausgeht. — 
Definition: Zwei m-reihige ganzzahlige symmetrische Matrizen ©,, ©, heißen äqui- 
valent modg (nat. Zahl), wenn ’S,A = ©, B’&B = ©, (q) mit gewissen ganzen 
4,8. Alle modulo qg äquivalenten Matrizen bilden eine Klasse modulo gq. ©,,& 
heißen reell äquivalent, wenn RS,R, = &, RR, = 6, mit reellen R,,Rz. 
Alle symmetrischen ganzen Matrizen, die paarweise nach jedem natürlichen q und außer- 
dem reell äquivalent sind, bilden ein Geschlecht. — In jedem Geschlecht gibt es 
eine Matrix © mit Determinante |6| + 0. Es werden nur solche Repräsentanten 
betrachtst. Transformiert man © reell auf Diagonalgestalt, so sei u die Anzahl der 
positiven, also m— u die Anzahl der negativen Diagonalelemente. Das Paar u, m— u 
heißt die Signatur des Geschlechts. Es sei D=(-1)"-*|6|(>0), 8D’ = g,; 
dann hat manin: (&) Signaturu,m—u,(ß) absoluterBetragDderDeterminante, 
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(y) Klasse mod q, ein vollständiges endliches System von Geschlechtsinvarianten. 
Dieser Satz war Minkowski bekannt und ist von Siegel bewiesen. Damit es umgekehrt 
zu diesen drei Invarianten ein Geschlecht gibt, ist es hinreichend, wenn zwei not- 
wendig& Bedingungen erfüllt sind. Für alle © der nach (y) bestimmten Klasse te de 
TER 
& eSr 
muß nämlich (6) |S| = x (-1)"-*D(g,) mit (2,9) =1 und (e) >, e % 


m. 1 zmodg 
LITE (2 g0)2 D2, wo über alle x’ = (21, .. ., %„) modg summiert wird, gelten. 
Der Beweis dieses Hauptsatzes erfolgt durch vollständige Induktion. Mehrfache 
Gaußsche Summen sind dabei das wichtigste Hilfsmittel. Als Anwendung wird der 
folgende von Siegel bewiesene Satz neu hergeleitet: Seien S= 6m, T—- IT 
ganzzahlige und symmetrische Matrizen (m>n). Wenn XS =T(g) für jedes 
natürliche qg mit ganzem X und WSR = T mit reellem A lösbar ist, dann gibt es im 
Geschlecht von © eine Matrix ©*, so daß X’ 6*X = T mit ganzem & lösbar ist. Maaß. 

Tietze, Heinrich: Über symmetrische Funktionen von endlich oder abzählbar unend- 
lich vielen Veränderlichen. Mh. Math. Phys. 49, 1—52 (1940). 

In dem früher erschienenen ersten Teil dieser Arbeit (dies. Zbl. 21, 292) hat Verf. 
bereits gezeigt, daß das Wesentliche des vorliegenden Problems darin liegt, monotone 
Systeme Y= (a, Qg,...,Q,) von rationalen ganzen Zahlen ,mit, >>: >,„=0 
zu untersuchen. Die Anzahl m ist dabei ohne Belang, weil vereinbarungsgemäß Zu- 
fügen oder Weglassen von Nullen das System nicht ändert. Setzt man p, =a, + @ 
+... +a,, insbesondere 9, = p = „Grad“ des Systems V, so kann zwischen zwei 
verschiedenen Systemen A und W* die Ordnungsbeziehung Y< W* gesetzt werden, 
falls für die bezüglichen Zahlen p, und p* und für jedes » die Ungleichung p, < pf 
erfüllt ist. Diese Ordnungsbeziehung ist jedenfalls transitiv, aber es ist keineswegs 
gesagt, daß zwei beliebige Systeme in einer der Beziehungen <, = oder > zueinander 
stehen müssen; nur das System (p) ist über und das System (1,1,...,1) unter jedem 
anderen System desselben Grades p. — Die vom Ausgangspunkt der Theorie der 
symmetrischen Funktionen losgelöste Aufgabe kann dann kurz so gekennzeichnet. 
werden: Man habe ein Schachbrett mit m Reihen und n Kolonnen und gebe an, auf 
wie viele Arten p Steine derart auf die Felder verteilt werden können, daß die Zeilen- 
summen das vorgegebene Zahlensystem X und die Kolonnensummen das Zahlen- 
system ® = (b},...., b„) (desselben Grades p) bilden. Diese Anzahl wird mit N(A|®) 
zu Ne y se bezeichnet, und man weiß bereits, daß sie ein Element der ‚„Cayley- 
Perronsdhen Matrix“ M(p) des Grades p darstellt. Es folgt unmittelbar N (AB) 
—=N(8|W), also das „Cayley-Bettische Symmetriegesetz“ für die Matrix M(p). 
Denkt man sich weiterhin die p Steine ohne Veränderung ihrer Zeilensummen X nach 
links zusammengerückt, so bilden die Kolonnensummen ein Zahlensystem 8 = W-1, 
das zu X „‚konjugiert“ ist. Offenbar gilt (A-1)- = W; aus A< Bolt WI>B-1 
Es ist N(XA|®) =1 oder >1, je nachdem 8 = X-1 oder B<X-! gilt; in allen 
übrigen Fällen ist N(X|8) = 0 (Satz VII). Noch schärfer ist die Aussage 


veals=(1+1/ ve) >naß, 


falls UI>B>% ist (Satz VIII und IX). Zum Beweis wird der Übergang von 
einem höheren Zahlensystem zu einem niedrigeren in einzelne Schritte „elementaren 
Abbaues‘ von drei verschiedenen Typen zerlegt; es genügt dann, die Beweise für diese 
letzteren auszuführen. Das führt auch zu übersichtlichen (,„absteigenden“) Anord- 
nungen aller Zahlensysteme des Grades p derart, daß niemals ein niedrigeres System 
vor einem höheren auftritt. Diese Anordnungen werden noch durch besondere Vor- 
schriften zu „regulären‘‘ Anordnungen verschärft. Besondere Aufmerksamkeit wird 
der Frage gewidmet, welche Anordnungen die Systeme X und B des Grades p erhalten 
müssen, damit die aus den Zahlen N(A|®) gebildete Matrix M(p) symmetrisch bzw. 
„diagonal“ sei. Wegen N(A|B) = N(B|X) ist M sicher dann symmetrisch, wenn die 
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Anordnungen der Systeme A und ® miteinander übereinstimmen, und wenigstens 
für p < 10 ist dies auch nur dann der Fall, wie eine längere Untersuchung zeigt, wäh- 
rend für p> 10 diese Frage offen bleibt. Besonders wichtig (für die Umkehrung) 
ist die Diagonalform der Matrix M(p), wo in der Nebendiagonale Einser und links 
davon lauter Nullen stehen. Anordnungen, bei welchen M(p) sowohl symmetrisch 
wie auch diagonal wird, sind entgegen früheren Behauptungen für p > 7 nichtmehr 
möglich, weil dann nämlich mehr als ein selbstkonjugiertes System existiert. Am Ende 
behandelt der Verf. kurz den Fall unendlich vieler Veränderlicher und die zugehörigen 
Konvergenzfragen. W.Gröbner (Berlin). 

Kneser, Hellmuth: Der Fundamentalsatz der Algebra und der Intuitionismus. 
Math. Z. 46, 287—302 (1940). 

Zunächst wird eine Übersicht über die Grundgedanken der verschiedenen bisher 
gegebenen Beweise des Fundamentalsatzes der Algebra gegeben. Die „algebraischen“ 
Beweise lassen sich nach Brouwer und de Loor intuitionistisch einwandfrei gestalten, 
während Weyl dasselbe für den Beweis mittels Umlaufszählung gezeigt hat. Kneser 
zeigt nun, wie man den Argand-Cauchyschen Beweisgedanken intuitionistisch realisieren 
kann. Der Beweis beruht auf der Herstellung einer konvergenten Folge x; mit 
%, +1 = 2, 4 y, wobei y jeweils so gewählt wird, daß /(x,+1) mindestens um einen 
bestimmten Faktor kleiner wird als /(x,). Der Beweis gilt zunächst für den Fall, 
daß der Anfangskoeffizient a, um einen bestimmten Mindestbetrag von O0 verschieden 
ist; jedoch wird gezeigt, daß der andere Fall, wo ein a; = 0 ist, sich leicht auf den 
ersten zurückführen läßt. van der Waerden (Leipzig). 

Specht, Wilhelm: Zur Theorie der algebraischen Gleichungen. Jber. Deutsch. 
Math.-Vereinig., Abt. 1, 48, 142—145 (1938). 

Mit Hilfe der Matrizentheorie wird der folgende Satz bewiesen: Sind 

4,>24>--24,=>0 bw | >|%,|>--- > |z,| 
die der Größe nach geordneten absoluten Beträge der Koeffizienten a; bzw. der Null- 
stellen des Polynoms f(2) = 2" + a,2""1 +... +, soist |2122...m|S1+4,+ 
+4A,+::-+4;. Ist A —Max| Ya; | = 1,2,...,0),80186|0,%.:%|= (14 MAP. 
Gy. v. 82. Nagy (Szeged). 

Specht, Wilhelm: Wurzelabsehätzungen bei algebraischen Gleichungen. Jber. 
Deutsch. Math.-Vereinig. 49, Abt. 1, 179—190 (1940). 

Verf. hat in einer früheren Arbeit (vgl. vorstehendes Referat) unter anderem 
den folgenden Satz bewiesen: Sind 2), 22, .. ., %„ die ihrem absoluten Betrage nach 
geordneten Wurzen (v|>2|%|>--->|x,|) der algebraischen Gleichung 
r)=r+a "+... +, =0 (+0) undist Kae Eh welh2, en), 
so gelten die Ir neichungen es lern2  % 0 2.| = Ar 
(k=1,2,...,n — 1). Aus diesem Ergebnis de, in Fi eatanulen Arbeit Ab- 
en für die Potenzsunmen S,=|z,| + |x2]" + --- + |zu|” hergeleitet. Es 
gilt z.B. für jede natürliche Zahl r die Ungleichung 


n—1 
s=#(1+ De), insb. er )< An + en) 
k=1 


Diese Ungleichungen lassen sich verschärfen, wenn einige der a,,@,,...., a, verschwin- 
den. Verf. gibt auch Abschätzungen für 8, und für die elementarsyinmetrischen Funk- 


tionen der absoluten Beträge von &;, &, - - -, &„ durch die Größen B= Ja, |? + ja]? + 
Eh -+Ja,® undC = ja,?+ ja]? + --- Bi la„_,1]?. Es gilt z. B. die Ungleichung 
BT (n —2) +2nB— 20. @y. v. Sz. Nagy (Szeged). 


_ Mahler, Kurt: Über Polynome mit ganzen rationalen Koeffizienten. Mathematica, 
Zutphen B 8, 173—182 (1940). 

Fix, y) = ag2" + a, a®"!y-+ --- +a„y" habe ganze Koeffizienten, a, # 0; 
f(x) =F(x,1) habe lauter einfache Nullstellen &,,...,&n. Ist D die Resultante 
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von F,, F, (also D + 0), so liefert uns die Determinantendarstellung von D die Mög- 
lichkeit, ganzzahlige Formen @,(2,4), @, H,, H, vom Grade n — 2 mit 
Da?r-° = F,G, + F,@,, Dy"°=F,H,+F,H, zu finden und ihre Beträge mit 
Hilfe des Hadamardschen Determinantensatzes nach oben abzuschätzen; daraus 
ergibt sich eine Abschätzung nach unten von Max(|F,|,|F,|) und daraus wieder 
diejenige von |&;— &,| und von |F|. — Analog für p-adische Bewertungen. — Die 
Anwendung der Cauchyschen Ungleichungen auf 8.174 ist verrechnet; die richtige 
Rechnung führt aber auch zu (2), (3), sogar in verschärfter Form. Auf 8. 177, Zeile 6 
und 4 von unten fehlt rechts der Faktor 1/n [was bis zur Formel (14) zu beachten ist]. 
Auf 8.181, letzte Zeile, fehlt das Zeichen ‚‚min“ hinter /Z. 8.176, Zeile 11: lies 
<A? —1. 8.180, Zeile 1: lies @,,@, statt F,,Fs. Jarnik (Prag). 


Abstrakte Theorie der Ringe, Körper und Verwandtes: 


Foradori, Ernst: Teiltheorie und Verbände. Deutsche Math. 5, 37—43 (1940). 

Verf. untersucht das zwischen der Teiltheorie (T.Th.) und der Verbandstheorie 
(V.Th.) bestehende logische Verhältnis. Die V.Th. ist ein echtes Untergebiet der 
ersteren. Man erhält die V.Th. dadurch, daß man die axiomärmere T.Th. durch ein 
Doppelaxiom einengt, das die Existenz der formalen Vereinigung und des formalen 
Durchschnitts zweier Elemente postuliert. In diesem Sinn bezeichnet Verf. die V.Th. 
als die Algebra der T.Th. — Deutet man das Symbol = nicht als die logische Identität, 
sondern als eine Äquivalenzrelation, so erhält man die erweiterten Verbände, die sich 
aber nicht wesentlich von den eigentlichen Verbänden unterscheiden. — Verf. weist 
schließlich darauf hin, daß die von ihm entwickelte Theorie des’ Kontinuums ein von 
dem erwähnten Existentialaxiom unabhängiges Untergebiet der T.Th. ist. F. Klein. 

: Dilworth, R. P.: Note on complemented modular lattices. Bull. Amer. Math. Soc. 
46, 74—76 (1940). 

Von besonderer Bedeutung sind diejenigen Elemente eines vollständigen komple- 
mentären Dedekindschen Verbandes, die genau ein komplementäres Element besitzen. 
Verf. gibt notwendige und hinreichende Bedingungen dafür an, daß derartige Elemente 
existieren. Er zeigt ferner, daß sich der ursprüngliche Verband als direktes Produkt 
zweier Verbände darstellen läßt, wenn überhaupt ein derartiges Element vorhanden ist. 

F. Klein (Wuppertal). 

Klein, Fritz: Über eine weitere Verallgemeinerung des Verbandsbegriffes. Math. Z. 
46, 472—480 (1940). 

Als Schiefhalbverband wird eine Menge 8 von Elementen bezeichnet, in der eine 
Multiplikation erklärt ist mit den Gesetzen: I. Zua, bE S existiert stetseinc=abin®, 
II. es gilt immer (ab)c=a(bc), III. aa=a für jedes «€ $S. Die Multiplikation ist 
nicht kommutativ. Nimmt man die beiden Axiome IV’. aus a = ba und b = ab folgt 
stets a = b, IV”. ausa = ab, b= ba folgt stets a —= b, hinzu, so folgt das kommutative 
Gesetz. Beispiele zeigen, daß aus IV’ oder IV” allein das kommutative Gesetz nicht 
folgt, ferner folgt weder IV’ noch IV’ aus I bis III. @G. Köthe (Münster i. W.). 

Vandiver, H. S.: On the imbedding of one semi-group in an other, with applieation 
to semi-rings. Amer. J. Math. 62, 72—78 (1940). 

Einfache Bemerkungen über die Möglichkeit der Erweiterung einer Halbgruppe 
und eines Halbringes durch geeignete Elementepaarbildungen. Die Überlegungen 
schließen sich eng an das wohlbekannte Vorbild der axiomatischen Einführung der 
rationalen Brüche an. Krull (Bonn). 

Levi, F. W.: Pairs of inverse moduls. J. Indian Math. Soc., N.s. 3, 295—306 
(1939). 

Zwei Untermoduln A und A’ eines kommutativen Körpers F heißen zueinander 
invers, wenn jedes von Null verschiedene Element aus A: Tnverses eines Elementes 
aus A’ ist und umgekehrt. Das Hauptresultat lautet: Ist die Charakteristik von F 
von 2 verschieden, so erhält man jedes Paar der zueinander inversen Untermoduln 
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stets in der Form A=aK, A’=a-!1K, wo K Unterkörper von F und a ein Element 
aus F ist. Liegt a oder a® in K, so ist A—= A’. Liegt dagegen a? nicht in X, so ist A 
von A’ verschieden, und die beiden Moduln haben kein Element außer Null gemeinsam. 
Ist die Charakteristik gleich 2, so wird die entsprechende Behauptung komplizierter. 
Zum Schluß findet sich eine Anwendung in der Geometrie. Shoda (Osaka). 

Uzkow, A.I.: Zur Idealtheorie der kommutativen Ringe. I. Rec. math. Moscou, 
N.s.5, 513—519 (1939). 

Die Arbeit bringt Ergänzungsbemerkungen zur Theorie der Idealsysteme in kom- 
mutativen Integritätsbereichen im Anschluß an die grundlegenden Untersuchungen 
von van der Waerden, Prüfer, Krull. (Vgl. z.B.: Van der Waerden, Moderne 
Algebra. II. $ 103; dies. Zbl. 22,298. Prüfer, dies. Zbl. 4, 340. Krull, dies. Zbl. 11, 197.) 
— Als Hauptergebnis ist der Satz hervorzuheben: Es sei im Integritätsbereich J ein 
’-Idealsystem gegeben mit der Eigenschaft, daß sich jedes ganze ’-Ideal eindeutig als Pro- 
dukt von endlich vielen ’-Primidealen darstellen läßt. Dann ist das betreffende ’-Ideal- 
system stets mit dem van der Waerden-Prüferschen v-Idealsystem identisch. Krull. 

Asano, Keizö: Über Ringe mit Vielfachenkettensatz. Proc. Imp. Acad. Jap. 15, 
288—291 (1939). 

Jeder nur aus nilpotenten Elementen bestehende Teilring eines nichtkommutativen 
Ringes o, in dem die Minimalbedingung für Linksideale gilt, ist selbst nilpotent. 
o besitzt ein nilpotentes Radikal rt, und o/r ist halbeinfach. Siehe Hopkins, dies. 
Zbl. 20, 1. Verf. zeigt, daß obiger Satz auch gilt, wenn für o der Vielfachenkettensatz 
für zweiseitige Ideale und der Vielfachenkettensatz für Linksideale modulo jedes 
‚Primideals vorausgesetzt wird. — Weiter wird gezeigt: In jedem nichtkommutativen 
Ring, der mindestens einen Nichtnullteiler besitzt, folgt der Teilerkettensatz für 
Linksideale aus dem Vielfachenkettensatz für Linksideale. In jedem nichtkommu- 
tativen Ring mit Einselement sind der Kettensatz für Linksideale und-der Kettensatz 
für Rechtsideale unabhängig. H.L. Schmid (Berlin). 

Uzkow, A. I.: Abstraet foundation of Brandt’s theory of ideals. Rec. math. Moscou, 
N. s. 6, 263—280 u. engl. Zusammenfassung 281 (1939) [Russisch]. 

Die Brandt-Artinsche Idealtheorie der hyperkomplexen Zahlen ist von Deuring 
(dies. Zbl. 11, 198) in der allgemeinsten bisher bekannten Fassung entwickelt worden 
unter den Annahmen: 1. Das gegebene hyperkomplexe System A sei halbeinfach in 
bezug auf den Grundkörper P; P sei Quotientenkörper eines Ringes mit Dedekindscher 
Idealtheorie. 2. Die Zentren der einfachen Teile von A seien separabel bez. P. — Verf. 
setzt sich zum Ziel, die Brandt-Artinsche Theorie auf abstrakte Ringe auszudehnen 
und zu zeigen, daß sie für alle Algebren ohne irgendwelche Voraussetzungen gültig ist. -— 
Auszug. H.L. Schmid (Berlin). 

Brauer, Richard: On modular and p-adie representations of algehras. Proc. nat. 
Acad. Sci., U.8. A. 25, 252—258 (1939). 

Die regulären Darstellungen einer Algebra A mit Haupteinheit, die den Rang n 
über einem algebraischen Zahlkörper K hat, werden modulo einem Primideal p der 
Hauptordnung o von K zerfällt. Zu diesem Zweck wird aus W ein Teilring ] heraus- 
gegriffen, der o enthält, ferner eine Basis von X über K enthält und dessen Elemente 
sich aus dieser Basis unter Verwendung eines festen Nenners linear kombinieren lassen, 
z.B. der Gruppenring einer endlichen Gruppe über o. Als Verallgemeinerung des 
Henselschen Irreduzibilitätssatzes wird gezeigt, daß der p-adische Erweiterungs- 
ring I, von I eine Basis &,, &,...&, über o, besitzt, so daß die zugehörige 
reguläre Darstellung 2— R(z) = (r;,(2)) von I,, die mit Hilfe der Multiplika- 


N k 
tionsregel 52 = Drir(2)er erklärt ist, die zerfällte Gestalt R= DhV, hat 
k=1 o=1l %k es 
und diese Zerfällung modulo p gelesen Anlaß gibt zu der Zerfällung R= >,%V, 
o=1 


in die unzerfällbaren und inäquivalenten Komponenten V, von der regulären Dar- 
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stellung des Restklassenringes / = I/pI & I,/pI, über dem Galoisfeld o = o/p & op/p op. 
Zur Herleitung dieses Satzes wird 1. die Henselsche approximative Konstruktion auf 
Matrizenkongruenzen mod p! angewendet und dabei 2. die Tatsache verwendet, daß 
die unzerfällbaren Komponenten der regulären Darstellung einer Algebra mit Haupt- 
einheit maximal unzerfällbar sind, d.h. sie lassen sich nur aus denjenigen unzerfäll- 
baren Darstellungen als Faktordarstellung erhalten, die zu ihnen äquivalent sind. 
Werden die inäquivalenten irreduziblen Darstellungen 7}, T3,...T, von 4, über 
K, gemäß Burnside so normiert, daß durch jede Darstellung 7, eine p-adisch ganze 
Darstellung von I, bewirkt wird, also ebenfalls eine Darstellung 7, von I induziert 
wird, so folgt mit denselben oben angegebenen Argumenten die Gültigkeit der Formel 
(1) V(V,, Te) = vv, I) in der die Verkettungszahl V jeweils gleich der Anzahl 
der linear unabhängigen rechteckigen Matrizen P, die den Gleichungen Y,(z): P 


= P-T,(«) bzw. V,:P=P-T, genügen, ist. Nun wird vorausgesetzt, daß A 
ı 

halbeinfach ist, und die volle Reduktion: (2) V,— D)d,.T, angesetzt. T,(X,) ist 
=1 


( 
isomorph zu einem Matrizenring über einem Schiefkörper vom Range g, über %,. 
Ferner wird mit F, die einzige zu V, operator-homomorphe irreduzible Darstellung 


> ES 
von X bezeichnet und die Komponentenzerlegung (3) T,+> I) d,.F, angesetzt. 
o=1 


F,(A) ist isomorph zu einem Matrizenring über einem Galoisfeld vom Grade r, über 0. 
Nun folgt aus (1) die Formel (4) g,d.s = d,ors. Vermöge (2), (3), (4) folgt für die 
k ei 


Komponentenzerlegung V, <> Dcsı/r,‘ F, die Formel (5) &, = D’deodeide, aus 


der sich die Symmetrie der Cartaninvarianten c,, der Algebra A rein arithmetisch 
ergibt (vgl. R. Brauer-C. Nesbitt, dies. Zbl. 16, 341). Zassenhaus (Hamburg). 

MacLane, Saunders: The universality of formal power series fields. Bull. Amer. 
Math. Soc. 45, 888-890 (1939). 

Mit Hilfe gewisser allgemeiner formaler Potenzreihenentwicklungen, wie sie 
zuerst von H. Hahn eingeführt und später von W. Krull unter bewertungstheoretischen 
Gesichtspunkten eingehend untersucht wurden, wird zu jeder Kardinalzahl X ein 
„Universalkörper‘“ $ vom Transzendenzgrad X konstruiert mit der Eigenschaft, 
daß jeder Körper gleichen Transzendenzgrades einem Unterkörper von $, isomorph 
ist. Die Note knüpft an ältere Untersuchungen von Andr& Gleyzal an (vgl. dies. 
Zbl. 17, 233); der wesentliche Fortschritt gegenüber Gleyzal besteht darin, daß die 
Konstruktion für den Fall einer beliebigen Körpercharakteristik (nicht nur für Cha- 
rakteristik 0) durchgeführt wird. 5 Krull (Bonn). 

Becker, M. F., and S. MacLane: The minimum number of generators for inseparable 
algebraie extensions. Bull. Amer. Math. Soc. 46, 182—186 (1940). 

Es werden folgende leicht verständlichen Sätze bewiesen: Es sei X ein Körper 
von der Charakteristik p mit Unvollkommenheitsgrad m. Die Zahl m bleibt bei einer 
algebraischen Erweiterung von K ungeändert, wenn der Exponent dieser Erweiterung 
endlich ist; sie wird kleiner, wenn jener Exponent nicht endlich ist. Die kleinste Anzahl 
der Erzeugenden einer endlichen algebraischen Erweiterung von K ist kleiner oder 
gleich m, und es gibt endliche algebraische Erweiterungen von K, für die diese Anzahl 
genau mist. Ist Z schließlich eine rein inseparable Erweiterung eines beliebigen Körpers 
K von der Charakteristik p, so ist die kleinste Anzahl der Erzeugenden von L/K gleich 
dem Exponent r mit [L:ZP(K)] = p’. Cahit Arf (Istanbul). 

Jacobson, N.: The fundamental theorem of the Galois thevry for quasi-fields. Ann. 
of Math., II.s. 41, 1—7 (1940). 

Der Fundamentalsatz der Galoisschen Theorie wird auf endliche Erweiterungen 
von Schiefkörpern übertragen, und zum Schluß wird als eine Verallgemeinerung eines 
Hilbertschen Satzes folgendes bewiesen: Es seien 8, T, .. . die Elemente einer endlichen 
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Gruppe von äußeren Automorphismen eines Schiefkörpers P. Es seien ferner den 
Elementen 8, 7’... Matrizen As, Ar... von Elementen aus P zugeordnet, die die 
Bedingungen A& Ar = Asr erfüllen. Dann gibt es eine reguläre Matrix A mit Ele- 
menten aus P derart, daß Ag = AFA-! gilt. Cahit Arf (Istanbul). 


Zahl- und Funktionenkörper: 


Zariski, Oscar: Algebraie varieties over ground fields of characteristie zero. Amer. 
J. Math. 62, 187—221 (1940). 

In einer vorausgehenden Arbeit (dies. Zbl. 20, 391) hat der Verf. eine algebraische 
Definition für einfache Punkte von algebraischen Mannigfaltigkeiten aufgestellt, 
verschiedene charakteristische Eigenschaften abgeleitet und interessante Folgerungen 
gezogen. Dabei war in gewöhnlicher Weise der zugrunde liegende Zahlkörper als von 
der Charakteristik Null und als algebraisch abgeschlossen vorausgesetzt worden. Diese 
letztere Bedingung wird nun in der vorliegenden Arbeit fallen gelassen, eine Verall- 
gemeinerung, deren Sinn und Zweck darin liegt, daß dann die für nulldimensionale 
Untermannigfaltigkeiten geltenden Definitionen und Sätze unmittelbar (mit dem ge- 
läufigen Kunstgriff einer geeigneten transzendenten Erweiterung des Grundkörpers) 
auf höher dimensionale Untermannigfaltigkeiten ausgedehnt werden können. — Als 
Ausgangspunkt dient wieder der die algebraische Mannigfaltigkeit V, definierende Ring 
o=Kl[£,,...,&,] der algebraischen Funktionen £,,..:, &,, dessen Quotientenring & 
ist. Der Grundkörper K hat die Charakteristik Null; X’ bedeutet denjenigen Unter- 
körper von 2, der alle über K algebraischen Elemente von 2 enthält. Eine Unter- 
mannigfaltigkeit V, von V,, welche durch ein s-dimensionales Primideal p von o dar- 
gestellt wird, heißt einfach, wenn r — s Elemente n,,...,n7,_, in 0 existieren derart, 
daß das von ihnen erzeugte Ideal o -(n,,:-:,%-) =[p; . : -] ist, d.h. die isolierte 
Primärkomponente p besitzt. Diese Elemente n werden als „uniformisierende Para- 
meter längs V,‘‘ bezeichnet. Nach dem Vorausgeschickten darf der Verf. sich im weiteren 
auf den Fall s=0 beschränken. Die Hauptaufgabe ist nun, zu zeigen, daß diese für 
den allgemeinen Fall gültige Definition niemals zu Unstimmigkeiten führt und auch eine 
sinngemäße Verallgemeinerung der früheren Sätze gestattet, die im besonderen Falle 
eines algebraisch abgeschlossenen Grundkörpers gewonnen worden sind; d.h. ein ein- 
facher ‚Punkt‘ p muß bei beliebigen algebraischen Erweiterungen des Grundkörpers X 
immer einfach bleiben, oder er darf höchstens in eine endliche Anzahl verschiedener 
einfacher Punkte aufgespalten werden. Das idealtheoretische Hilfsmittel liefert vor 
allem Satz 2, den der Verf. im ersten Drittel seiner Arbeit unter Benützung analoger 
Ergebnisse von v.d. Waerden und Krull beweist: Ist X* ein algebraischer normaler 
Erweiterungskörper von K, o0* = K*o, so ist unter weitgehenden Voraussetzungen das 
Erweiterungsideal o*p des Primideals p < o der Durchschnitt aller über p liegenden 
Primideale p* von o*; die genannten Voraussetzungen sind sicher erfüllt, falls X’ end- 
lichen Grad über K besitzt und p maximal in o ist. Insbesondere (Satz 3) ist o*p selbst 
prim, wenn onK'’nK*=K,nK* ist, wo K, den Quotientenkörper des Rest- 
klassenringes o/p bedeutet. Diese (hinreichende) Bedingung ist jedenfalls in dem zu- 
nächst ausführlich behandelten Fall K,=K=K’ erfüllt; also bleibt hier o*p bei 
jeder beliebigen algebraischen Erweiterung X* von X immer prim und ist gleichzeitig mit 
p einfach oder mehrfach (Satz 6). — Wenn der Verf. im letzten Drittel der Arbeit sich 
dem allgemeinen Fall K, > K zuwendet, so kann er die Untersuchung auf den kleinsten 
algebraischen Normalkörper K* über X beschränken, der K, enthält, denn alle dar- 
über hinausgehenden Erweiterungen bringen nichts Neues mehr hinzu. Bei dieser 
Erweiterung des Grundkörpers zerfällt das ursprüngliche (nulldimensionale) Primideal p 
in m verschiedene Primideale: o*p = [pf,...,pn]= Pf... Pm, wo m=[Ky:K’] 
ist. Die letzteren sind sicher sämtlich einfach, falls p einfach war, und dieselben uni- 
formisierenden Parameter, die für p gültig waren, können auch für jedes der Ideale pf 
benützt werden (Satz 7). Die Umkehrung ist nicht ohne weiteres richtig, vielmehr muß 
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noch vorausgesetzt, werden, daß K’ <n, ist (x/ß C dy. falls «,ß Co, ß<& p, Satz 10). 
Der Quotientenring o, eines einfachen Primideale p muß also unter allen Umständen 
den relativ in Z über X algebraisch abgeschlossenen Körper K’ enthalten (Satz 9 u. 10) 
und außerdem in & ganz abgeschlossen sein (Satz 12). Auch der Satz über Differenten, 
der in der früheren Arbeit aufgestellt worden ist, wird verallgemeinert: Damit 
0°(N1--,M) =, -] gelten kann, ist notwendig und hinreichend, daß einoco 
existiert, dessen Differente über X (1, - -,%7,) nicht in p liegt (Satz 11). Dieses Er- 
gebnis ist besonders geeignet, Sätze von der folgenden Art zu beweisen: Enthält eine 
Untermannigfaltigkeit V, von V, mindestens einen einfachen Punkt, so ist sie selbst 
einfach und umgekehrt. W.Gröbner (Berlin). 

Kosljakov, N. $.: Some formulae for the funetions S(s) and S2(8). C. R. Acad. 
Sci. URSS, N. s. 25, 567—569 (1939). 

Für die Zetafunktionen £o(s) zu algebraischen Zahlkörpern 2 vom Absolut- 


grad n gibt Verf. im Bereich nt <Nes< 2. gültige Darstellungen vom Typus 
der für die Riemannsche Zetafunktion von Guinand mitgeteilten Entwicklung 


KR, Tim: T E > y'| cos2rx2y 
&(s) a: an N >: er ld 
l<znsz 0 I<n<y 
an (’ bedeutet: für ganzes x ist das letzte Summenglied zu halbieren). Maaßp. 


Zahlentheorie: 

@ Uspensky, J. V., and M. A. Heaslet: Elementary number theory. New York: 
McGraw-Hill 1939. 

Trainin, J. L.: Über vollkommene Zahlen. Mitt. Forsch.-Inst. Math. u. Mech. Univ. 
Tomsk 2, 108—117 u. deutsch. Zusammenfassung 118 (1938) [Russisch]. 

Es wird mit elementaren Mitteln bewiesen: es gibt keine ungerade vollkommene 
(d.h. der Summe ihrer echten Teiler gleiche) Zahl, welche durch höchstens drei ver- 
schiedene Primzahlen teilbar ist. Druckfehler: In (25) (und analog weiter) soll der 
letzte Exponent gq; — 1 heißen. Jarnik (Prag). 

Sprague, R.: Über die Zerlegung von Rechteeken in lauter verschiedene Quadrate. 
J. reine angew. Math. 182, 60—64 (1940). 

„Jedes Rechteck mit rationalem Seitenverhältnis läßt sich in endlich viele paarweise 
inkongruente Quadrate zerlegen.‘‘ Dieser Satz, der hier bewiesen wird, kennzeichnet, mit 
einem Satz von Dehn [Math. Ann. 57, 314—332 (1903)] kombiniert, die Gesamtheit 
solcher Rechtecke. Hoheisel (Köln). 

Sprague, R.: Zur Abschätzung der Mindestzahl inkongruenter Quadrate, die ein 
gegebenes Rechteck ausfüllen. Math. Z. 46, 460—471 (1940). 


Bedeuten (eo) und t(o) die Mindestzahlen kongruenter bzw. inkongruenter Qua- 
drate, aus denen sich das Rechteck vom rationalen Seitenverhältnis o aufbaut, so wird 


gezeigt um 2er) ls In ee, 

logt (0) £(e) 
Das ergibt sich aus den schon in der vorstehend besprochenen Arbeit angegebenen 
Zerlegungsverfahren. @. Hoheisel (Köln). 

Townes, S. B.: Table of reduced positive quaternary quadratie forms. Ann. of Math., 
II. s. 41, 57—58 (1940). 

Die Tafel enthält die positiven quaternären quadratischen Formen mit der Deter- 
minante D<25, die nach der vom Verf. verallgemeinerten Sellingschen Reduktions- 
methode reduziert sind. Hofreiter (Wien). 

Ross, Arnold E.: A theorem on simultaneous representation of primes and its 
corollaries. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 899—906 (1939). 

Zwei Zahlen m und M werden gleichzeitig durch eine ternäre Form f und ihre 
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Reziproke F dargestellt, wenn es ganze Zahlen x, y, z und X, Y, Z gibt, so daß 
m= (2, y,2, M=F(X,Y,Z) unddaX + yY +2Z=0. Ist F eigentlich primitiv, 
so sind fund F Formen f und F’ äquivalent, in denen @ =4p,0’=q,pundg 1224 
ist (a’, ©” Koeffizient von x? bzw. Z2, A = 1 oder 2, p = q Primzahlen, 2, A Invarian- 
ten von f). Stellt die primitive Form / m dar, so stellt die mit / assoziierte Form 
G(X, Y,Z)=(0X-+Q2Y? + QAaZ? aCm dar und unter einer zusätzlichen Bedin- 
gung aüch umgekehrt. Mittels dieser Ergebnisse kann die Untersuchung, ob eine 
beliebige ternäre Form universal ist (d.h. alle Zahlen darstellt), vereinfacht werden. 
Hofreiter (Wien). 

Weber, Werner: Geschichtliches zur Zerlegung ganzer Zahlen in zwei teilerfremde 
Quadrate. I. Deutsche Math. 5, 73—80 (1940). 

Bei der geschichtlichen Behandlung des Problems wird hauptsächlich der Eulersche Beweis 
wiedergegeben, kritisch untersucht und gezeigt, wie die einzelnen Hilfssätze voneinander 
abhängen. Danach werden neuere Induktionsbeweise gebracht und miteinander verglichen. 

Neiss (Berlin). 

Levy, Paul: ‘Observations sur la m&moire de M. F. Triecomi: „Sulla frequenza dei 
numeri interi decomponibili nella somma di due potenze k-esime“. Atti Accad. Sci. 
Torino 75, 177—183 (1939). 

Die Überlegungen von Tricomi (dies. Zbl. 22, 114), mit wahrscheinlichkeits- . 
theoretischen Betrachtungen arithmetische Sätze zu finden, werden hier erweitert 
und vertieft. Es handelt sich auch hier meist um die Anzahl der Zerlegungen einer 
Zahl in zwei Quadrate und Beziehungen zur asymptotischen Formel von Landau. 

Hofreiter (Wien). 

Vandiver, H. S.: Note on Euler number eriteria for the first case of Fermat’s last 
theorem. Amer. J. Math. 62, 79—82 (1940). 

Ein bekanntes Kriterium für die Lösbarkeit der Gleichung (1) + y7 +2=0 
in ganzen rationalen Zahlen x, y, z mit zyz = 0 (mod. !) (l ist eine gegebene ungerade 
Primzahl) lautet: Notwendig ist, daß, wenn i einem der sechs Quotienten — z/y, 
—yle, —ıjz, —z/x, —ylz, —z/y modulo l kongruent ist, die Kongruenzen 
(2) Bafı-an(t) = 0 (mod. }) ( IT =) h-ı(£) = 0 (mod. ) erfüllt sind, wobei 
die B,„ die Bernoullischen Zahlen ns — Numerierung B, = 1/6, B, = 1/30,... be- 
deuten und für ganze a>1 (tk) => ve-1fi gesetzt ist. Verf. zeigt erstens, daß 


alle bekannten Kriterien, die aus (2) er wurden und von z, y, 2 frei sind, in 
einer gewissen Beziehung zueinander stehen. Wird 
[r Um] , 
Olm,i,r) = > & 
s=[((r-l) Um] +1 

gesetzt, so haben diese Kriterien entweder die Form (3) C(m, t, r) = 0 (mod. !) für 
gewisse kleine Werte vonm,«=1—-2,1—-3,71—-41-6,2—-83-10,2—-12undr 
gleich einer der Zahlen 1,2,..., m — 1, oder es wird verlangt, daß eine lineare homo- 
gene Funktion dieser C’(m, t, r) mit rationalen Koeffizienten = 0 (mod. !) ist. Zweitens 
knüpft Verf. an ein früher [Ann. of Math. 26, 91 letzter Paragraph des Artikels 
(1924)] von ihm gegebenes Kriterium an: 


(4) >27 F A :) _. 9. (mod. 1), 


wo g in I die von 1 verschiedenen m- = Einheitswurzeln durchläuft (m eine zu I 


teilerfremde natürliche Zahl) und F,(w) = w! +2w? +... + (ml — 1)wr!-1 
gesetzt ist. Aus dem Fall m = 4 dieses Kriteriums gewinnt Verf. durch Rechnung 


das Kriterium 
(5) >(e®—e) an = O (mod. ]). 


Unter Benutzung einiger Formeln von Frobenius (8.-B. preuß. Akad. Wiss. 1914, 
20* 
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I— 


8 
653—681) ist leicht festzustellen, daß die linke Seite von (5) = (—1) ? 2E,-3 (mod. !) ist 


2 
(EB, =1,B,=5, E,=6l,... sind die Eulerschen Zahlen), so daß sich als notwendige 
Bedingung für die Lösbarkeit von (1) mit xyz = 0 (mod. }) ergibt: (6) E,-s = 0 (mod. }). 
Aus der von E. Lehmer (dies. Zbl. 19, 5) bewiesenen Relation 2 
[2/4] [2/4] 


1-1 
>» = Date (—) 2 Ei (mod. I) 


r=1 r=1 
(2/4) BER 
folgt das weitere Kriterium (7) 2)r-°=0 (mod. !), das unter den Kriterien der 
r=1 


Gestalt (3) enthalten ist. Wird (7) mit den bereits bekannten Kriterien 


[2/4] 
Sr-=0, Dr? = 0 (mod. |) 
‚1 


r=1 


kombiniert, so ergeben sich die Kriterien 


[2/3] [2/a] 
Zr?=0, r-3=0 (mod.]). 
ER el Bessel-Hagen (Bonn). 
Rigge, Olov: On a diophantine problem. Ark. Mat. Astron. Fys. 27 A, Nr3, 
1—10 (1939). 
Es wird der folgende Satz bewiesen: Die diophantische Gleichung. 


E+D(e+2...(ctmn)=H, 


. . . . . . n 
wo g eine Primzahl und c eine ganze Zahl ist, deren Primteiler < — 


5 sind, hat fürg>5 
und rn > 509? keine Lösungen in ganzen Zahlen x und y, wenn y = O ist. Der Beweis 
beruht auf einem Resultat von A. Thue über die Gleichung a2” — by" = f (Viden- 
skapsselskapet Kristiania, Skrifter Mat. Nat. Kl. 1918, Nr4). T. Nagell (Uppsala). 


Perrön, Oskar: Über lückenlose Ausfüllung des n-dimensionalen Raumes durch 
kongruente Würfel. II. Math. Z. 46, 161—180 (1940). 

Zwei Würfel des „-dimensionalen Raumes R, heißen ein Z,-Paar, wenn bei ihnen 
eine Mittelpunktskoordinatendifferenz absolut gleich 1 ist, k(=1) weitere Mittel- 
punktskoordinatendifferenzen gleich O und die übrigenn -— k— 1 (fallsn >k +1 ist) 
absolut <1 sind. It k=n -— 1, so sagt man, die beiden Würfel bilden ein Zwillings- 
paar. Keller hat vermutet: Unter den Würfeln einer lückenlosen Ausfüllung des R, 
gibt es wenigstens ein Zwillingspaar. Falls die Vermutung richtig ist, so kann der 
Beweis geführt werden, indem man der Reihe nach zeigt, daß es in einer lückenlosen 
Ausfüllung des R,„ mit Würfeln ein Z,-Paar, ein Z,-Paar usw. ein Z,_,-Paar gibt. Hier 
gelingt der Beweis bis zum Z,-Paar, womit die Richtigkeit der Kellerschen Vermutung 
für n< 6 auf algebraischem Wege nachgewiesen ist. (Vgl. dies. Zbl.22,202.) Hofreiter. 


Seott, W. T.: Approximation to real irrationals by certain elasses of rational fractions. 
Bull. Amer. Math. Soc. 46, 124—129 (1940). 

Verf. teilt die irreduziblen Brüche p/q in drei Klassen, je nachdem p ungerade, 
q gerade oder umgekehrt oder beide ungerade sind, und beweist, daß es für jede reelle 


Irrationalzahl ® unendlich viele Brüche p/q jeder Klasse gibt, die |w = < er- 


füllen, wenn k>1. Für k<1 gibt es dagegen eine auf der reellen Achse überall 
dichte Menge irrationaler Zahlen, für die die Ungleichung nur durch endlich viele 
Brüche einer gegebenen Klasse erfüllt werden kann. Die Beweise benutzen die geo- 
metrische Lage der Kreise $(p/g; k), die die reelle Achse in p/q berühren und den 
Radius %k/g, besitzen. Sie gehen durch Transformationen der Modulgruppe auseinander 
hervor [vgl. L. R. Ford, Proc. Edinburgh Math. Soc. 35, 59—65 (1916)]. Schulenberg. 
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Mahler, Kurt: Note on the sequence Yn (mod 1). Nieuw Arch. Wiskde 20, 176—178 
(1940). 

Aus der Theorie der asymptotischen Verteilung reeller Zahlen folgt, daß die Un- 
gleichung l& _ ye| < e (mod. 1) für jedes reelle & unendlich viele ganzzahlige positive 
Lösungen x hat. Verf. verschärft diese Aussage für irrationale &, indem er unendlich 
l+e 
2/5 
beliebig vorgegeben ist. Für rationales & gibt es eine positive Zahl c(£), so daß für alle 
positiven ganzzahligen x l& _ ye| > oder l& = Ye| = 0 (mod.1) ist. Es folgt, 

K7 


daß bei &x>2 die über alle n mit le — Yn| = 0 (mod. 1) summierte Reihe 


n=1 
weiterer Satz besagt, daß für irrationales & und reelles 7 ein c existiert, für welches 
le — Ye+ n| < — mod. 1 unendlich viele ganzzahlige Lösungen x hat. @. Bullig. 


Koksma, J. F.: Über die asymptotische Verteilung gewisser Zahlfolgen modulo eins. 
Nieuw Arch. Wiskde 20, 179—183 (1940). 

Verf. beweist mit Hilfe einer elementaren Aussage über die Folge Yn (r=1,2,...); 
darauffolgende Spezialisierung zu qg = 2 und Anwendung eines Satzes von Minkowski 
über inhomogene Linearformen, daß für jede Zahl £, die weder rational noch ganze 
algebraische Zahl 2-ten es ist, und für beliebiges e > 0 wenigstens eine der Un- 


gleichungen le 2 es © (m od. 1), l&E+ Ye| a (mod. 2) 


unendlich viele ganzzahlige onen & hat. Für beliebiges ganzzahliges g> 2 beweist 
er mit Hilfe eines Satzes von Vinogradow über Polynome mod.1, daß für irratio- 
nales & und festes 6 > 0 


1 
le-Yel< a e-1ta)+ #° (mod. 1) 


unendlich viele Lösungen in g.r. 2 >0 hat. @. Bullig (Hamburg). 
Koksma, J. F.: Über die asymptotische Verteilung eines beliebigen Systems (f,) 
von r reellen Funktionen f, der m ganzzahligen Veränderlichen #1, &9, - . . - - &m MO- 
dulo Eins. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 43, 211—214 (1940). 
Es seien a,,b, (£=1,2,...) zwei Folgen reeller Zahlen, 6, >0,5,+b,+--- 
konvergent. Dann hat die Ungleichung 
,—-y-ols<b, 


(mod. 1) nachweist, wo e>0 


viele Lösungen der Ungleichung le Ye| < 


= etgn(E _ Yn) B dann und nur dann konvergiert, wenn £& rational ist. — Ein 


für fast alle reellen & höchstens endlich viele Lösungen in ganzen 2 >0, y. — Allge- 
meiner wird analog die Lösbarkeit der Ungleichungen 

IF,(z;, ee Im; Yı> ) Yr) er &,| =9,(2) 
W=1,...,n; z=Max(|2]|,...,|m)>0) in ganzen 2,,..., 20 Yı» +: Yr 
untersucht. Jarnik (Prag). 


Spencer, D. €.: On a Hardy-Littlewood problem of diophantine approximation. 
Proc. Cambridge Philos. Soc. 35, 527—547 (1939). 
Es seien II = [a9,41,..-.]>0 irrational, ?,/qn die Näherungsbrüche von 6; 


Pia) = 2% 2an) -rcos(2nrx — $rr). Man hat öfter den Ausdruck 
Rt = IP (£+n0) (£ reell) 


für ganze r >0 untersucht [eine Übersicht bei Koksma, Diophantische Approxima- 

tionen (1936), dies. Zbl. 12, 396]; Verf. läßt beliebige r>1 zu und beweist (alles 

gleichmäßig in £): I. Für jedes e>0 und fast alle 6 ist R,(d, m) = O(log!+°m), 
r 


R,(&,m)=0() >). I. Ist »=0O(g_,), so hat man: R,(&,m)=Olm * 
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für 1<r<h (scharfes Resultat); R,(&,m) =O(logm) für l=r=h (bekanntlich 
ein scharfes Resultat); R,(&, m) = O(loglogm) für l1<r=h; R,(£,m) =O(l) für 
1<h<r. II. Ein analoges Resultat für logg, =O(g4_,). IV. Für fast alle 0 ist 


Im-i |eoseemn | = O(log?n). — Die Methode benutzt den Cauchyschen Integral- 


=i 
satz (Hardy-Littlewoodscher Ansatz). — Einige kleine Versehen bedürfen einer Ver- 


besserung; ich hebe hervor: 1. In (7'10) ist zu beachten: Ist a > 0 ganz, asp/a<sa-+l, 
so ist für z=x + ni, -a<xr<1 der Ausdruck (1 — e”2*/P)-1 für große a nicht 
O(1), sondern nur O(a(|x| + 1)-!), analog auf der ganzen $.534. Daher bekommt 
man (7°5) nur in dem Falle d=0, k>0, der übrigens allein später zur Anwendung 


kommt. — 2. Im Beweis des Lemma 7 fehlen Glieder mit m=4q, 1z4=a,+ı), 
wo zwar qu<KY, aber q,+1>Aqu>KY; diese Glieder geben ein Zusatzglied 
O(q4+1 Y "), welches aber in der Anwendung nicht stört. Jarnik (Prag). 


Filosto, Michele: Sul numero dei numeri primi inferiori a un dato limite. Eser- 
citazioni Mat. 12, 27—37 (1940). 

Die bekannten Formeln von Legendre und Meissel zur Abzählung der Prim- 
zahlen unter einer vorgegebenen Grenze werden dadurch verbessert, daß die Prim- 
zahlen der Formen 6&k — 1 und 6% + 1 getrennt abgezählt werden. Bessel-Hagen. 


Veen, $.C. van: Über die Summen Der und DD. Mathematica, Zutphen 
B 8, 135—145 (1940) [Holländisch]. „= ? ihn 

Kuhn, Pavel: Neue Identitäten zwischen Primzahlen und natürlichen Zahlen. 
Norske Vid. Selsk., Forh. 12, 23—26 (1939). 

Die Funktion ®(x) sei folgendermaßen definiert: D(x) = 0 für z<1, B(x)=1 
für 2>1. {z} bedeutet die Anzahl der natürlichen Zahlen zwischen 2 und x, T,(n) 
ist die Anzahl der Zerlegungen von n in » Teiler, die größer als Eins sind, und p, be- 
zeichnet die x nächstliegende Primzahl <x. Verf. leitet dann die folgenden Iden- 
titäten ab: 


1. @HS HS HH + gt Bet He. pe) + 
+ (Pete He met Hi) | 


- Sol) +1 I mmofa)re 
(2a) (2) = 2 I0(2) +D’o(&) Sur 
(2b) o@)=1 _Sa- 7,0 e en 
(2c) ()=1- {a} +2) a u 
mit o(2) = un). u = ee z Wegner (Heidelberg). 


de 
Shah, $.M.: An inequality for the arithmetical funetion g(x). J. Indian Math. 
Soc., N. s. 3, 316—318 (1939). 
Die natürliche Zahl n werde auf alle möglichen Arten in der Form n = a; 
(a; > O0 und ganz; p Primzahl < n) geschrieben. Es’sei f{n) das Maximum des EG 
Von 415... .,%p für alle solche a und p. Es sei g(z) = logf(x), y die größte ganze Zahl, 
für a) <z, und J(y) = logp. Dann wird die Ungleichung 


PZ=yY 
(1) Jy)=g(@)=J(y) +O[(«loga)i] 
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bewiesen. Aus ihr folgt (vgl. Landau, Primzahlen I, $. 222— 229) 
9(z) = (zlogzx)t + 3 23 log logz (logx)t + O(xtloga)-?). 

Der linke Teil der Ungleichung (1) ist trivial. Für den anderen Teil wird vor allem der 
Hilfssatz benutzt (Lemma 4): Ist », die r-te Primzahl und %& so gewählt, daß 
Pt tMmr<e<pt +9 und sind g,,...,gq, verschiedene Prim- 
zahlen mt +. +, =a, damit, +-- +9, >9:--;%- Hlawka. 

Vinogradow, I. M.: Estimation of eertain sums eontaining primes. Bull. Acad. 
Sci. URSS, Ser. Math. Nr 4, 399—416 u. engl. Zusammenfassung 416 25) [Russisch]. 


Sein ganz >2, N ganz >1, u =1gN, k ganz >0, f(x) = Sa, x’ mit reelleu 
a, | — alg|<1/, (a,g)=1,9g>0 und S Ey enpmieio)), wo die Summe 
über alle Primzahlen 9 < N erstreckt ist. ‚Uns zu ae zweier bekannter Hilis- 
sätze des Verf. über Summen der Gestalt 2 exp[2rrik f(v)] und 2 2 exp[2nikf(zy)] 


wird folgender Satz bewiesen: Sei (I) min 1, N"/g] z exp [Ya 4A z B hat dieselbe Be- 
1 

deutung wie A = 0X(B)); dann ist S<N (k2/q-+ k2 q/N®) u 3/2 lg u mit y-= 39. 90° (Igm)?‘ 

Dieser Satz ergänzt einen älteren Satz des Verf., in welchem anstatt (I) die Voraus- 


setzung min[g, N”/g] > exp Yal gemacht wird. — Weiter beweist Verf.: Sei n=2; 
dann iss $S< N(k*/N + ki/g + kig/N ayg us lgu und wenn (I) erfüllt ist, 
SZ=N(k?/q — k?q]N 2y7z Be. V.@. Avakumovie (Beograd). 

Kae, M., E. R. van Kampen and Aurel Wıintner: Ramanujan sums and almost 
periodie funetions. Amer. J. Math. 62, 107—114 (1940). 

Verff. nennen eine Funktion f(n), n=1,2,3,..., multiplikativ, wenn /(r,n,) 
—= f(n,) /(n,) für (n,, n,)=1, f(1)=1, und stark multiplikativ, wenn f(p) = f(p?) =: --, 
wo peine Primzahl ist. Ausihr wird durch f(t) = f(n), wennn <t<n+1l,f(-n)=f(n), 
eine in — 00 :.. + oo Sei Funktion gemacht. Sie beweisen: Jede stark multipli- 
kative Funktion, die 2) |/(p) — 1|p”! < befriedigt, ist en im Sinne nr 
Besicovitsch. Die en (B) = /(n) wird in die Form gebracht f(n)— Da,c,(n 


Hierin sind die c,(n) = 7 exp (2 Ti -n n), mit (m, )=1,l1zem<1r, KERN 


Mm 
Summen, die von Ramanujan (Coll. Papers 1927, 180—181) angegeben wurden. 
N 
Der Grenzwert lim n-!D f(m) exp2rriAm = M{f(n) exp2niin} existiert für jedes 
n>o© „uı 


reelle A und verschwindet für En irrationale A; also ist f(r) grenzperiodisch und 
in obiger Reihe „= M {} u) Il -P) (WW —-1I+p)',r=1,2,3,...;u die 


Möbiussche Funktion. Somit ist ie Fourierreihe (B) von f(r) identisch mit Rama- 
nujans formaler trigonometrischer Reihe für /(n). Es ergibt sich u. a., daß die Fre- 
quenzen von f(r), die rationale Zahlen zwischen 0 und 1 sind, im Intervall [0, 1] gleich- 
mäßig verteilt sind. Kienast (Küsnacht, Zürich). 


Gruppentheorie. 


Malcev, A.: Über die Einbettung von assoziativen Systemen in Gruppen. Rec. 
math. Moscou, N. s. 6, 331—8336 u. deutsch. Zusammenfassung 336 (1939) [Russisch]. 

Notwendige und hinreichende Bedingungen für die Möglichkeit der Einbettung 
von assoziativen Systemen in Gruppen. Möglichkeit einer Klassifikation der assoziativen 
Systeme. — Auszug. H.L. Schmid (Berlin). 
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Eaton, J. E.: Assoeiative multiplieative systems. Amer. J. Math. 62, 222—232 
1940). 

Diese Arbeit ist als Ergänzung und Verallgemeinerung einer Arbeit von Dresher 
und Ore (dies. Zbl.19, 107) anzusehen. Unter einem assoziativen multiplikativen 
System versteht man ein System mit assoziativer nicht notwendig eindeutiger Multi- 
plikation. Man setzt aber die Existenz der Quotienten nicht voraus, die bei der De- 
finition der Multigruppe von Dresher und Ore angenommen ist. Für diese verall- 
gemeinerten Systeme kann man nach gewisser Modifikation analog vorgehen wie bei 
den Multigruppen. Durch künstliche Begriffsbildung werden bewiesen die Möglichkeit 
der Komplexzerlegung nach gewissen Untersystemen, die Isomorphiesätze und der 
Jordan-Höldersche Satz usw. Shoda (Osaka). 

Miller, 6. A.: Groups having a small number of sets of conjugate subgroups. 
Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A. 25, 640643 (1939). 

Für n=1,2,3,4 werden diejenigen Gruppen aufgezählt, die » vollständige 
Systeme konjugierter Untergruppen enthalten. n=1: zyklische Gruppe der Ord- 
nung p?. n = 2: Gruppe der Ordnung pq und Gruppe der Ordnung p?. n = 3: Vierer- 
gruppe, Tetraedergruppe und zyklische Gruppe der Ordnung p*. n = 4: Quaternionen- 
gruppe, nichtzyklische Gruppe der Ordnung 9, zyklische Gruppe der Ordnung p°; 
ferner zwei Arten von Gruppen der Ordnung pg? und zwei Gruppen, die durch ihre 
Normalteiler charakterisiert werden. J. J. Burckhardt (Zürich). 

Proia, Lina: Sui gruppi finiti di omografie piane. Rend. Semin. mat. Roma, IV. s. 
3, 215238 (1939). 

Die Arbeit zielt auf eine Wiedergabe der von Jordan und Valentiner angegriffenen 
Aufgabe, die erst mit Wiemann eine vollständige Lösung erhält. Als Vorbild dient 
dem Verf. die einfache Erledigung des entsprechenden binären Problems in den Vor- 
lesungen von Enriques und Chisini (Lezioni sulla teoria geometrica delle equazioni 
e delle funzioni algebriche. I. III.1915, 1924). Nach einigen geonietrischen Erläuterungen 
und einer nicht zu umständlichen Besprechung Diophantischer Gleichungen werden 
die zehr Hauptlösungen der betreffenden Frage wiedergefunden. D. Barbilian. 

Schmidt, 0. J.: Über die Frobenius-Gruppen. C. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 26, 
3—5 (1940). 

Ist & eine transitive Gruppe vom Grade n, deren Permutationen mit Ausnahme 
der Identität höchstens eine Variable ungeändert lassen, so bilden nach Frobenius 
diejenigen Permutationen, welche alle Variablen ungeändert lassen, zusammen mit 
der Identität einen Normalteiler % der Ordnung n. Verf. gibt ein Beispiel einer solchen 
Gruppe, für die % nicht kommutativ ist. Dadurch ist eine Behauptung von L. Weisner 
widerlegt (siehe dies. Zbl. 20, 294). % ist dann und nur dann kommutativ, wenn jede 
irreduzible Darstellung von & in der Substitutionsgruppe nicht mehr als einmal vor- 
kommt. J.J. Burckhardt (Zürich). 

Piccard, Sophie: Quelques propositions concernant les bases du groupe symötrique 
et du groupe alternant. Comment math. helv. 12, 130—148 (1940). 

Verf. stellt wieder hinreichende Bedingungen dafür auf, daß zwei Permutationen 
von n Ziffern die symmetrische oder die alternierende Permutationsgruppe von n Ziffern 
erzeugen, Bedingungen, die zum Teil schon aus den im vorigen Jahrhundert angestellten 
Untersuchungen über primitive Permutationsgruppen, die transitive Untergruppen 
kleineren Grades enthalten, folgen (s. dies. Zbl.19, 396; 21, 106; vgl. Burnside, 
Theory of groups of finite order. Cambridge. 1897, p. 196—199). Erwähnt sei Satz 15: 
Si l<er<r+k+1l=sm=n. Die beiden Permutationen S=(1,2,...n) und 
T=(1,2,...r,r+k+1l,...m) erzeugen genau dann &, oder W,„, wenn sie eine 
primitive Permutationsgruppe erzeugen. Zassenhaus (Hamburg). 

Tehounikhine, $.: Über auflösbare Gruppen. Mitt. Forsch.-Inst. Math. u. Mech. 
Univ. Tomsk 2, 220—221 u. deutsch. Text 222—223 (1938) [Russisch]. 

Besitzt eine endliche Gruppe zu jedem Teiler t ihrer Ordnung g mit (t 2) —=1 
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eine Untergruppe der Ordnung t, so ist sie auflösbar. Beweis mittels eines Hilfssatzes, 
der besagt, daß jede Untergruppe beliebiger Ordnung die Eigenschaft besitzt, die von 
der Ausgangsgruppe vorausgesetzt ist, und mit Hilfe eines früher bewiesenen Satzes 
über nicht einfache Gruppen [vgl. Verf., C. R. Acad. Sci., Paris, 191, 397—399 (1930)]. 
Druckfehler: Die Bedingung (bö, g) = 1 muß (85, 5) = 1 heißen. E. Schulenberg. 

Dubuque, P. E.: Sur les sous-groupes invariants dans un groupe fini. ©. R. Acad. 
Sci. URSS, N. s. 24, 104—106 (1939). 

Verf. verallgemeinert die Ergebnisse seiner Arbeiten C. R. Acad. Sci. URSS 
22, Nr 3 (1939); 23, Nr 1 (1939); dies. Zbl. 21, 211 und erhält z. B. den Satz 9: Wenn 
eine endliche Gruppe & ein von 1 verschiedenes Element A enthält, dessen Ordnung 
eine Potenz der Primzahl » ist, so daß keine Potenz von A zu einem von ihr verschiede- 
nen Element einer p-Sylowgruppe ® des Normalisators von A unter & konjugiert 
ist, und wenn A nicht in der Kommutatorgrappe DW vom ® enthalten ist, so enthält 
& einen echten Normalteiler mit zu p teilerfremdem Index. Ref. bemerkt, daß unter 
diesen Umständen die Verlagerung des Elementes A von & nach ® von DB verschieden 
ist, so daß zum Beweise des Satzes nicht die vom Verf. benötigte umständliche Be- 
griffsbildung der Quasinormalisatoren erforderlich ist. Zassenhaus (Hamburg). 

Grocheff, V.: Sur le nombre des &l&ments d’un groupe dont une puissance appar- 
tient & un ensemble arbitraire d’&löments. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 24, 15—18 
(1939). 

Als Verallgemeinerung eines Satzes von Dubuque (dies. Zbl. 21, 298) wird mit 
einfachen Hilfsmitteln bewiesen: m sei das kleinste gemeinsame Vielfache der Ord- 
nungen der Elemente eines beliebigen Komplexes JR in einer endlichen Gruppe &, 
n sei die Ordnung des Normalisators von M in &. Die Anzahl der Elemente aus &, 
von denen eine gewisse Potenz in MM liegt, ist durch den größten zu m teilerfremden 
Teiler von n teilbar. Ferner wird der Satz von Dubuque (dies. Zbl. 21, 12) folgender- 
maßen verallgemeinert: Es sei a das k.g.V. der Ordnungen der Elemente des invarianten 
Komplexes X einer endlichen Gruppe & und m die gemeinsame Ordnung der Elemente 
eines beliebigen Komplexes aus &. n sei durch m teilbar. Wenn a zu m teilerfremd 
ist, so ist die Anzahl der Elemente aus &, deren n-te Potenz zu X gehört und von 
denen eine gewisse Potenz zu M gehört, durch @(m) teilbar. Zassenhaus (Hamburg). 


Derry, Douglas: On finite abelian p-groups. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 874—881 
(1939). 

Abelsche p-Gruppen & werden modulo einer Untergruppe $) untersucht, für welche 
&/H zyklisch ist, insbesondere werden die erzeugenden Elemente der Kompositions- 
reihen modulo 5 betrachtet. n sei die Anzahl der Elemente, welche die auftretenden 
Faktorgruppen erzeugen. Für Gruppen vom Rang 2 gilt dann der (für zyklische Gruppen 
selbstverständliche) Satz, daß bei einer Länge n + 1 der Kompositionsreihe der 
Gruppe obige Erzeugenden auch die Kompositionsreihe modulo 5 erzeugen. 

J.J. Burckhardt (Zürich). 

Kontorowiteh, P.: Sur la reprösentation d’un groupe fini sous la forme d’une 
somme direete de sous-groupes. I. Rec. math. Moscou, N. s. 5, 289—295 u. franz. Zu- 
sammenfassung 295—296 (1939) [Russisch]. 

Verf. nennt eine Gruppe spaltbar, wenn sie sich als die mengentheoretische 
Summe gewisser echter Untergruppen, die zu je zweien nur das Einheitselement gemein 
haben, darstellen läßt; er nennt eine Gruppe vollständig spaltbar, wenn eine Auf- 
spaltung in zyklische Untergruppen besteht. Bei endlichen spaltbaren Gruppen läßt 
sich die Aufspaltung so lange fortsetzen, bis die eindeutig bestimmte größte Aufspaltung 
entsteht. Satz 1: Unter den endlichen abelschen Gruppen sind nur die elementaren, 
nicht zyklischen spaltbar, und zwar sogar vollständig. — Die symmetrischen Per- 
mutationsgruppen von n Ziffern sind für n = 2, 3, 4 vollständig spaltbar, sonst nicht. 
Nach Dickson, Linear groups (1901), sind die inhomogenen Modulargruppen voll- 
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ständig spaltbar. — Satz 2: Eine vollständig spaltbare endliche Gruppe mit Zentrum 
ist entweder eine p-Gruppe vom Exponenten p, oder das Zentrum der Gruppe hat Prim- 
zahlordnung p und ist in einer maximal zyklischen Untergruppe enthalten, so daß alle 
Elemente außerhalb dieser Untergruppe die Ordnung p haben. — Satz 4: Eine endliche 
Gruppe ohne Zentrum ist genau dann spaltbar, wenn ihre echten Untergruppen ent- 
weder zyklisch oder vollständig spaltbar sind. — Aus Satz 2 folgt, daß eine nilpotente 
endliche Gruppe genau dann vollständig spaltbar ist, wenn sie entweder Primzahlexpo- 
nenten hat und nicht zyklisch ist oder wenn sie eine Diedergruppe mit 2-Potenzord- 
nung ist. Zassenhaus (Hamburg). 


Golowin, 0. N.: On faetors without centres in direet deeompositions of groups. 
Rec. math. Moscou, N. s. 6, 423—426 u. engl. Zusammenfassung 426 (1939) [Russisch]. 

Der Satz von Korinek [Cas. math. fys. 66, 261—286 (1937); 67, 209—210 (1938); 
dies. Zbl. 16, 350; 18, 391] wird dahin verallgemeinert, daß auch zwei direkte Zer- 
legungen einer Gruppe mit unendlich vielen Faktoren zentralisomorphe Verfeine- 
rungen gestatten, sobald die Minimalbedingung für Untergruppen des Zentrums erfüllt 
ist. Wenn ferner das Zentrum der Gruppe jeweils ganz in einem der (evtl. unendlich 
vielen) Faktoren zweier direkter Zerlegungen enthalten ist, so werden zentral isomorphe 
Verfeinerungen explizit angegeben. Als die Wurzel dieser beiden Sätze erscheint die 
Aufstellung einer gemeinsamen Verfeinerung zweier direkter Zerlegungen & = ]/ 9. 


—= ]] % 5 einer Gruppe in Faktoren ohne Zentrum vermöge der Formel: & = IHN 5 
ß ß 


die für direkte Zerlegungen in endlich viele Faktoren schon von Fitting [Math. Z. 41, 
392 (1936); dies. Zbl. 14, 104] angegeben wurde. Zassenhaus (Hamburg). 


Kurosch, Alexander: Lokal freie Gruppen. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 24, 99—101 
(1939). 

Eine Gruppe heißt lokal frei, wenn endlich viele Elemente der Gruppe stets eine 
freie Untergruppe erzeugen. Z.B. sind nach Reidemeister die freien Gruppen aus 
beliebig vielen Erzeugenden lokal frei. Die Vereinigung einer zunehmenden Folge lokal 
freier Gruppen ist lokal frei, dasselbe gilt für das freie Produkt zweier lokal freier Grup- 
pen. Wenn es eine Anzahl n gibt, so daß jede endliche Teilmenge der Gruppe in einer 
freien Untergruppe aus n Erzeugenden enthalten ist, so heißt die kleinste dieser Anzahlen 
der Rang der lokal freien Gruppe. Unter Benutzung der Arbeit Math. Ann. 109, 
647—660 (1934) (s. dies. Zbl. 9, 10) des Verf. wird gezeigt, daß die Vereinigung einer 
zunehmenden Folge nicht abzählbarer freier Gruppen bestimmt nicht endlichen Rang 
hat. Aus einem Satz von Whitehead, Ann. of Math. 37, 782—800, $4 (1936); dies. 
Zbl. 15, 248, ergibt sich, daß der Rang jeder lokal freien echten Faktorgruppe einer lokal 
freien Gruppe vom Range n kleiner als n ist. Demnach sind lokal freie Gruppen end- 
lichen Ranges zu keiner ihrer echten Faktorgruppen isomorph [Verallgemeinerung von 
Magnus, Math. Ann. 111, 259—280 (1935); dies. Zbl. 11, 152]. Der Rang des freien 
Produktes zweier lokal freier Gruppen endlichen Ranges ist gleich der Summe der Ränge 
der Faktoren. Schließlich werden frei unzerlegbare lokal freie Gruppen einer beliebigen 
unendlichen Mächtigkeit sowie frei unzerlegbare abzählbare lokal freie Gruppen be- 
liebigen endlichen Ranges konstruiert, wobei zum Nachweis der freien Unzerlegbarkeit 
der Freiheitssatz von Magnus, J. reine angew. Math. 163, 141—165 (1930) heran- 
gezogen wird. Zassenhaus (Hamburg). 


Magnus, Wilhelm: On a theorem of Marshall Hall. Ann. of Math., V.s. 40, 
764-768 (1939). 

Für die Bezeichnungen sei auf das Referat des Verf. über die Arbeit „Group-rings 
and extensions. I“ von M. Hall (dies. Zbl. 18, 145) verwiesen. Den dort bewiesenen 
Satz: /]/ Di(&, Y,...)=1 gilt dann und nur dann, wenn Dh, =Dyh;=--- =0, 
erhält Verf. für eine endliche Gruppe Z auf neuem Wege mit Hilfe einer umkehrbar 
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eindeutigen Darstellung der Gruppe @ = F/C durch Matrizen 


—(, ') i—(! i) Fr 
tel) t, 1 2 3 


wo 2,%,...C H,t,,t,,... unabhängige, den Elementen von H zugeordnete Para- 
meter sind (Lemma). Jeder Relation ®(xz,y,...)=1 in H entspricht eine Matrix 


Zn 10 
Ö(z,Y,...) > (r ): 


in der Z eine Linearkombination der Parameter t,, t,,..... mit Elementen des Gruppen- 
rings H* von H ist. Durch eine Abzählung der linear unabhängigen Funktionen 
—Lbyn + tuv + t,, die bei den Reidemeister-Erzeugenden 4v "!u» [Abh. math. Semin. 
Hamburg. Univ. 5, 7—23 (1926)] der Gruppe R/C auftreten, ist das Lemma für den 
Fall bewiesen, daß alle Elemente +1 von H Erzeugende sind. Der Beweis des all- 
gemeines Falles gelingt durch absteigende Rekursion von k+ 1 Erzeugenden zu k 
Erzeugenden auf Grund einer weiteren Relation. E. Schulenberg (Berlin). 

Suetuna, Zyoiti: Über die Zerlegung der Gruppencharaktere. II. Jap. J. Math. 16, 
79—91 (1939). 

Gegeben sei die Erweiterung & des Normalteilers N mit der Ikosaedergruppe als 
Faktorgruppe. Es werden die irreduziblen Charaktere von & aufgestellt, die in I einen 
gegebenen irreduziblen Charakter » von W enthalten. Die erhaltenen irreduziblen 
Charaktere von & werden in einer der Untergruppen vom Index 5 zwischen & und % 
ausreduziert. Die Klassifikation richtet sich nach den 9 nicht äquivalenten Möglich- 
keiten, die für die Gruppe W,, aller Elemente 7 aus ©, für die y(ror-!) = y(o) (cEN) 
ist, bestehen. (Vgl. dies. Zbl. 22, 208.) Zassenhaus (Hamburg). 

Kallenbach, Werner: Über gewisse intransitive Untergruppen der linearen homo- 
genen Gruppe in vier Veränderlichen. Greifswald: Diss. 1939. 99 8. 

In der Abbildungstheorie von Funktionen zweier komplexer Veränderlichen 
wird man auf das Studium der Drehgruppe i in vier reellen nun ohen geführt, die 


dargestellt wird durch &= >: Fr VI Dia. d;;= Örj5. Allgemeiner 
k=1 i=1 


wird gleich die sechzehngliedrige lineare homogene Gruppe % untersucht, in der die 
zehn ‚„Orthogonalitätsbedingungen“ fehlen. In komplexer Schreibweise ist in 2 eine 
achtgliedrige Gruppe analytischer Transformationen X enthalten, zu der eine acht- 
gliedrige intransitive Gruppe N bestimmt wird, für die = AN gilt. Naist bis auf 
Transformierte eindeutig bestimmt. Dazu braucht man die Kenntnis einer großen 
Klasse (etwa 400) intransitiver Untergruppen von & und ihrer invarianten Mannig- 
faltigkeiten. Sie sind in einer umfangreichen Tabelle angegeben. E. Schulenberg. 

Gantmacher, Felix: On the classification of real simple Lie groups. Rec. math. 
Moscou, N.s. 5, 217—249 (1939). 

Jeder reelle einfache Liesche Ring kann aus einem komplexen einfachen Lieschen 
Ring erhalten werden, indem man entweder (A) die Basiselemente so wählt, daß die 
Zusammensetzungskonstanten reell ausfallen, oder (B) die Basiselemente und ihre :- 
fachen als neue reelle Basiselemente wählt. Nur der Fall (A) ist interessant. Man kann 
zunächst (auf eine einzige Art) die Basiselemente so wählen, daß die zugehörige 
Liesche Gruppe kompakt ausfällt; die quadratische Form o(t, £) ist dann negativ defi- 
nit. Nun suche man nach Cartan alle involutorischen Automorphismen $ dieses 
ausgezeichneten reellen Lieschen Ringes und wähle die Basiselemente so, daß ein Teil 
von ihnen bei S invariant bleibt und ein Teil mit — 1 multipliziert wird. Multipliziert 
man dann die letzteren mit i, so erhält man einen anderen reellen Lieschen Ring, und 
so erhält man auch alle. Dieser Satz von Cartan wird neu (und zwar algebraisch) 
bewiesen. Auf Grund dieses Satzes und mit Hilfe der Untersuchungen des Autors über 
Automorphismen Liescher Gruppen (Zbl. 22, 12) werden nun alle reellen Typen der 
sämtlichen einfachen Lieschen Strukturen von neuem aufgestellt. van der Waerden. 
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Tschebotareft, N.: Berichtigung zur Arbeit „Über die Bestimmung des Volumens in Lie- 
sehen Gruppen“. Commun. Inst. Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. 
Kharkoff, IV.s. 15, Nr I, 98 u. deutsch. Text 98 (1938) [Ukrainisch]. 

Berichtigung eines kleinen Irrtums (dies. Zbl. 19, 399). van der Waerden. 


Pontrjagin, L.: Homologies in compact Lie groups. Rec. math. Moscou, N. s. 6, 


389—422 (1939). 
Die Homologiegruppen der kompakten Lieschen Gruppen der vier großen Reihen A, 


(unitäre Gruppen), B, und D, (orthogonale Gruppen) und ©, (unitäre Komplexgruppen) 
werden vollständig bestimmt. Über die Ergebnisse und Methoden wurde (dies. Zbl. 11, 
105) bereits berichtet. Zu berichtigen ist dazu nur, daß es sich, wie der vollständig 
ausgeführte Beweis zeigt, nicht nur um Homologie mit erlaubter Division handelt, 
sondern daß auch die Torsionen mit bestimmt werden, und zwar zeigt sich, daß die 
Gruppen A, und C', torsionsfrei sind, während die orthogonalen Gruppen B, und D, 
auch Basiszykeln der Ordnung 2 enthalten. Zum Schluß wird bewiesen, daß je zwei 


lokal isomorphe kompakte Liesche Gruppen dieselben Bettischen Zahlen besitzen. 
van der Waerden (Leipzig). 


Neumer, Walter: Die dreigliedrigen Berührungstransformationsgruppen der Ebene, 
welche keine Invariante erster Ordnung besitzen. II. J. reine angew. Math. 182, 1—31 


(1940). 
Die in dies. Zbl. 22, 12 besprochene Abhandlung wird hier zum Abschlusse gebracht. 
Es handelt sich darum, die verschiedenen Typen von G,, die keine Invariante 1. Ordnung 
besitzen, innerhalb einer beliebigen G, zu charakterisieren, die durch Berührungstransformation 
mit der allgemeinen projektiven Gruppe der Ebene ähnlich ist. Die gesuchte Klassifikation 
wird geliefert erstens durch die Gliederzahlen der derivierten Gruppen der G,, zweitens durch 
die Anzahl der bei der @, invarianten infinitesimalen Transformationen. Eine wesentliche 
Rolle spielen dabei die singulären invarianten Differentialgleichungen 2. Ordnung der @,, 
das sind die, die auch bei der mit der G, vertauschbaren infinitesimalen Transformation in- 
variant bleiben. Es kann ferner jede bei der @, invariante Differentialgleichung 2. Ordnung 
auf zwei, unter Umständen zusammenfallende invariante Scharen von je oo! Differential- 
gleichungen 1. Ordnung zurückgeführt werden. Endlich sind ausgezeichnet die fixen in- 
varianten Differentialgleichungen 2. O. einer @,, nämlich die, die eine möglichst große Gruppe 
von Transformationen gestatten. Sie sind alle singulär, aber es brauchen nicht alle singulären 
fix zu sein. Von Wichtigkeit ist es, zu wissen, in wie vielen verschiedenen @,.eine vorgelegte G, 
stecken kann. Auch dafür werden alle Möglichkeiten angegeben. Nun ist eine G, durch zwei 
Funktionen «, ß von x, y, y’ gekennzeichnet, und jede in ihr enthaltene G, durch zwei andere 
o,t. Es gelingt dem Verf., für jeden einzelnen Typus von G, die diesen charakterisierenden 
Differentialgleichungen zwischen den Funktionen «, ß, o, 7; einer Basis des Typus, aufzustellen. 
Den Punkten und den Geraden der Ebene entsprechen bei der G, zwei Scharen C., &g von 
je oo? Kurven (Vereinen). Jede €, wird von oo! &z berührt, und jede dieser Cs von je oo! C«. 
Auf diese Weise bestimmt jede €, eine Zerlegung aller oo? C, in oo! Scharen von je oo! C,, 
und diese Zerlegung bleibt invariant bei der größten Untergruppe @, der G;, welche die €%, 
invariant läßt. Ähnliches gilt für jede C}. Die Definitionsgleichungen dieser Untergruppen 
können aufgestellt werden, ebenso werden alle die betreffenden Zerlegungen durch Differential- 
gleichungen definiert. Jede &, bildet mit jeder sie berührenden C% eine Figur, die bei einer 
Untergruppe @, der @, invariant bleibt. Diese @, entspricht der projektiven Gruppe eines 
Linienelementes. Es folgt die Untersuchung der Gruppen, die mit der viergliedrigen äqui- 
formen Gruppe der Ebene durch Berührungstransformation ähnlich sind. Zu jeder in einer 
solchen Gruppe steckenden G, von der hier betrachteten Art gehören gewisse invariante Zer- 
legungen der €, und der &4. Diese invarianten Zerlegungen werden dann auch für die übrigen 
G, bestimmt. Schließlich entwickelt der Verf. eine neue Art von Klassifikation der hier be- 
handelten G,, und zwar durch Betrachtung der invarianten Bogenelemente 1. Ordnung, die 
zu jeder solchen Gruppe gehören. Ein derartiges Bogenelement bestimmt erstens gewisse 
Minimalen (Kurven. von der Länge Null), zweitens, wenn es kein vollständiges Differential 
ist, gewisse Extremalen. Die Bogenelemente, deren Extremalen mit den Minimalen zusammen- 
fallen oder unbestimmt sind, heißen ausgeartet. Zu jedem nicht ausgearteten Bogenelemente 
gehört ein kovariantes, das die Extremalen des ersten zu Minimalen hat. Unter Umständen 
ist dann in diesem Sinne auch das erste Bogenelement zu dem zweiten kovariant, so daß 
jedes die Minimalen des anderen zu Extremalen hat. Durch Zuziehung der zu einer @, der hier 
betrachteten Art gehörigen invarianten Bogenelemente lassen sich die unendlich vielen Basen, 
die eine solche G, hat, aus einer unter ihnen ableiten. Jedes nicht ausgeartete invariante 
Bogenelement einer solchen G, bestimmt eine Metrik für die Kurven C, und &s, die eine 
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Verallgemeinerung des Abstands- und des Winkelbegriffs der gewöhnlichen Geometrie dar- 
stellt. Von besonderer Wichtigkeit ist selbstverständlich die sich so ergebende Verallgemeine- 
rung der Metrik der nichteuklidischen und der euklidischen Geometrie. Engel (Gießen). 


Mengenlehre und reelle Funktionen. 


® Enzyklopädie der mathematischen Wissensehaften mit Einschluß ihrer Anwen- 
dungen. Bd. 1: Algebra und Zahlentheorie. Tl.1: A. Grundlagen. B. Algebra. 2., völl. neu- 
bearb. Aufl. Hrsg. v.H. Hasse u. E. Hecke. H.2. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1939. 


Kanmike, E.: Allgemeine Mengenlehre. 56 8. 

Der Artikel bietet eine sehr gute und klare Übersicht über den gegenwärtigen 
Stand der „allgemeinen“ Mengenlehre; die Lehre von den geometrischen Mengen 
(Punktmengen) ist dementsprechend nur gelegentlich gestreift. Dagegen wird auf die 
Grundlagenfragen eingegangen. Dem Berichte ist die „naive Mengenlehre in der 
bereinigten Form‘ in Anlehnung an A.N. Whitehead und B. Russell zugrunde 
gelegt. — Inhaltsübersicht: A. Einleitung: 1. Bedeutung und Gliederung der Mengen- 
lehre. B. Allgemeine Mengenrechnung: 2. Menge und Element; 3. Untermenge, Summe 
usw.; 4. Grenzwerte, Suslinsches Schema; 5. Mengensysteme. C. Äquivalenz von Mengen, 
Kardinalzahlen: 6. Äquivalenz und Kardinalzahlen; 7. Erste Einteilung der Mengen, 
Beispiele von äquivalenten Mengen und Kardinalzahlen; 8. Die Summe von Kardinal- 
zahlen; 9. Das Produkt von Kardinalzahlen; 10. Die Potenz von Kardinalzahlen. 
D. Kritische Bemerkungen über die Grundlagen der Mengenlehre: 11. Einwände gegen 
den Mengenbegriff; 12. Das Auswahlprinzip; 13. Die Potenzmenge; 14. Axiomatische 
Grundlegungen; 15. Brouwers intuitionistische Mengenlehre; 16. Zusammenfassung. 
E. Geordnete und wohlgeordnete Mengen, Ordnungstypen und Ordnungszahlen: 
17. Geordnete Mengen. Ähnlichkeit und Ordnungstypus; 18. Summe und Produkt 
von Ordnungstypen; 19. Wohlgeordnete Mengen. Summe und Produkt von Ordnungs- 
zahlen; 20. Rechenregeln für Ordnungszahlen; 21. Ordnungszahlen erster und zweiter 
Art. Zahlenfolgen; 22. Transfinite Induktion. Beliebige Produkte und Potenzen von 
Ordnungszahlen. Anfang der Zahlenfolge; 23. Kanonische Darstellungen von Ord- 
nungszahlen. Normalfunktionen; 24. Der Wohlordnungssatz; 25. Die Alephfolge. 
Weiterer Ausbau des Rechnens mit Kardinalzahlen; 26. Konstruktive Erzeugung von 
Ordnungszahlen; 27. Abschließende Bemerkungen über den Aufbau der Mengenlehre, 
insbesondere über einen solchen konstruktiver Art; 28. Das Kontinuumproblem; 
29. Anwendungen der Ordnungszahlen und der wohlgeordneten Mengen; 30. Haus- 
dorffs Produkte und Potenzen von Ordnungstypen; 31. Weitere Untersuchungen über 


Ordnungstypen. Haupt. 
Miller, Edwin W.: Some theorems on eontinua. Bull. Amer. Math. Soc. 46, 150—157 
(1940). 


A.Mullikin [Trans. Amer. Math. Soc. 24, 144--162 (1922)] bewies den Satz: 
Ist C ein Kontinuum und sind F, und F, geschlossene, fremde, richt verschwindende 
Untermenger von (, so besitzt © — (F} + F,) eine Komponente, die Berührungs- 
punkte in F, und F, hat. Verf. verschärft den Satz im Sinne, daß darin anstatt Kom- 
ponente auch Konstituente gesagt werden darf. Konstituente heißt eine größte, stark 
zusammenhängende Untermenge; eine Menge wird stark zusammenhängend genannt, 
wenn je zwei Punkte von ihr in einem Teilkontinuum der Menge enthalten sind. Ver- 
schiedene Anwendungen des Satzes sind angegeben, insbesondere werden, einen 
Sierpinskischen Satz [Töhoku Math. J. 13, 300-303 (1918)] verallgemeinernd, 
hinreichende Bedingungen dafür angegeben, daß eine die abzählbar vielen fremden, 
abgeschlossenen Mengen M,, M3;,... enthaltende Menge kein Teilkontinuum besitzt, 
das Punkte aus zwei verschiedenen Mengen M, enthält. @. Hayös (Budapest). 

Kunugui, Kinjiro: Contribution & la th&orie des ensembles Boreliens et analytiques. 
U. I. Fac. Sci. Hokkaido Univ., Ser. I Math. 8, 1—24 (1939). 

Soit M un ensemble situ& dans le plan OX Y; soit A l’ensemble des points de 
l’axe OX tels que la partie commune MP,& M et A la droite P, parallöle & l’axe OY 
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et qui contient (z, 0) est un F, non vide. L’auteur prouve alors que A est un comple- 
mentaire analytique, suppose seulement que M appartienne & la fois a (Bx @)aso 
et&(BxG)eseos- (Best la famille des ensembles boreliens situes sur OX,@ celle 
des ensembles ouverts sur OY.) Enfin, en precisant une methode due & K. Kura- 
towski et S.Hartman, l’auteur prouve, sans faire appel & l’induction transfinie 
employ&e par N. Lusin, que l’ensemble des points (z, 0) tels que OP, est un ensemble 
bien ordonne du type & suivant la direction positive de l’axeO Y est borelien pour tout 
& ordinal denombrable et toute somme C d’ensembles boreliens situ&s sur les droites 
paralleles & l’axe OX & distances rationnelles. (Vgl. dies. Zbl. 21, 112.) B. Pospisil. 

Liapounoff, A.: Correetion & Partiele „Sur Puniformisation des compleömentaires 
analytiques“. Rec. math. Moscou, N.s. 5, 441—445 u. franz. Zusammenfassung 445 
(1939) [Russisch]. 

Beim Beweis des in dies. Zbl. 18, 347 besprochenen Satzes des Verf. hat dieser ein Lemma, 
benutzt, das zwar inhaltlich richtig ist, dessen Beweis aber nicht stichhaltig war. Ein richtiger 
Beweis des Lemmas ist das Ziel dieser Note. Harald Geppert (Berlin). 

Riesz, Frederie: Sur quelques notions fondamentales dans la theorie generale des 
operations lineaires. Ann. of Math., II. s. 41, 174—206 (1940). 

Developpement de quelques id&es concernant les operations lineaires que l’auteur 
a soulevees dans une conference au congres & Bologne en 1928 [ef. Atti del congresso, 
Bologna 3, 143—148 (1930)]. — Soit Q un ensemble d’elements, pour lesquels une 
addition commutative et associative se trouve d£finie de facon uel)f, a =fh + ls 
implique /, = /3, 2) il ya un element O telque/+0=fetquelarelation , +a=0 
implique ,=f=0,3)sifitfa = 9ı + 9a, alors ils existent des elements };, (v,k=1, 2) 
de sorte que ; =D fir, % =D fir. — A est une operation lin&aire (op. lin.) sur 2 si 

z : 


® 
elle fait correspondre ä chaque /unnombre reel Afdefagon que A(fı +) = Afı + Afs- 
Designons par 0 l’operation 0/=0. Sil’on a pour les op. lin. A, et A,:A,!=4,/, 
quel que soit f, alors on ecrit: A), < A, (A, est alors une minorante de A,, A, est une 
majorante de A,). L’op. lin. A est positive lorsgque O< A. — Chaque ensemble {4A} 
d’op. lin. positives admet une plus grande minorante inf{A} et chaque ensemble majo- 
rable {4} admet une plus petite majorante sup{A}, jouissant de toutes les proprietes 
des enveloppes inferieure et superieure; en particulier, inf (4,B) +sup(4,B)=4A+B. 
— Un ensemble d’op. lin. positives est appel& une famille complete lorsqu’il comprend 
1) toutes les minorantes de chacun de ses el&ments, 2) la somme de deux quelconques 
de ses el&ments, 3) les plus petites majorantes des ses sous-ensembles majorables. — 
Soit [#] la plus petite famille complete comprenant l’op. lin. pos. E et soit A une 
op. lin. appartenant a [EZ], ou £gale & la difference de deux op. lin. appartenant & [Z]. 
Il existe alors une famille Z, d’op. lin. pos. telle que 1) y<E,inf(E,E-E,)—=0, 


2) E;= E,„pourA< u,3) E;f> Ef} pour A—oo, E},f>0 pour A— —oo, 4) Aj= [AdE;f 
pour tout / de 2. Ce thöor&me rend possible la definition des fonctions de A (par 
rapport & E, bien entendu). ®(A) &tant une fonction sommable par rapport & chaque 
fonction monotone EB; (fE 2), on d&finit l’op. lin. ®z(A) par ©®z(A) =/[®() dE;f. 
— E; etant la famille correspondant & une autre op. lin. A’ du m&me type que 4, 
et D(A, u) &tant une fonction de deux variables, on peut definir ©z(A,4') par 
®5(4,4')f= [[D(A,u) dE,.f, oü Er. = inf (E},E/). Ona ©,(4,4') = E,A,4’, 
selon que D(A,u)=1,4, ou u. D5(A,A’) depend en general aussi de E, il en est 
independant par ex. si D(cA,cu)=c-®(A,u) pour c=0. — Les op. lin. positives 
forment un ensemble Q* du mö&me type que 2. L’ensemble des op. lin. positives 
definies sur (* contient aussi les el&ments / de 2: f(A) = Af. Cette remarque pre- 
sente des possibilit&s pour une extension du domaine fondamental 2 & un lattis lingaire 
complet. — Des applications aux th&ories de l’integrale, des fonctions harmoniques, 
etc. illustrent les consid&rations d’ordre general. Bela de Sz. Nagy. 
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Price, G. Baley: The theory of integration. Trans. Amer. Math. Soc. 47, 1-50 
(1940). 

Der hier eingeführte und untersuchte Integralbegriff möge durch Gegenüber- 
stellung etwa zum (verallgemeinerten) Lebesgueintegral für reelle Funktionen deutlich 
gemacht werden. Bei letzterem haben wir (vgl. z.B. Haupt-Aumann, Differential- 
und Integralrechnung. Berlin-Leipzig 1938. Bd.3; dies. Zbl. 22, 123) über einem 
abstrakten Definitionsbereich X bzw. einem o-Körper von (meßbaren) Teilmengen T 
von 4 erklärt: Eine reelle Punktfunktion f(P) bzw. eine reelle, nicht-negative, voll- 
additive Mengen- (Maß-) Funktion m(T). Es wird X als Summe abzählbar vieler, 
fremder, meßbarer Teile T, dargestellt und $= I m(T,) f, gebildet, wobei unbe- 


dingte Konvergenz vorausgesetzt ist. Dabei ist /, irgendeine Zahl aus dem kleinsten 
Intervall, welches ‚sämtliche /(P) mit PCT, enthält; es ist also f, darstellbar als 
endliche Summe 3) a,, f(P,.) mit Da,.=1, ,,>0, P,,CT,. Dementsprechend 


o e 
gehört zu jeder Einteilung A = (T,,%,,...) von X ein Intervall der Zahlengeraden, 
nämlich das kleinste, alle zugehörigen $8 umfassende. Ist die untere Grenze der Durch- 
messer dieser Intervalle Null, sc heißt / integrierbar. Die in vorliegender Arbeit be- 
handelte Verallgemeinerung ist nun, grob gesagt, folgende: Die Werte von /(P) sind 
beschränkte Mengen aus einem Banachraum ®B, die Werte von m(T) sind lineare 
Transformationen r(T) des 8 in sich; es bedeutet also r(T,)}, eine lineare Trans- 
formation von f,. Dementsprechend treten an Stelle der a,, passende, mit Hilfe der 
t(T) erklärte lineare Transformationen T,, mit IT,,=I und | T,.9e| 


© e 
<M max |gel, wo M eine absolute Konstante, und an Stelle der /(P,.) treten irgend- 
welche Punkte von /(%,)= I) /(P). Die hiermit angedeutete Bildung von f, ist 

PET, 


ersichtlich eine Verallgemeinerung der Bildung der Punkte der gewöhnlichen konvexen 
Hülle. Für den so erklärten Integralbegriff, insbesondere für den Fall eines eindeutigen 
(d.h. einpunktigen) f(P), gelten die meisten der beim Lebesgueintegral bekannten 
Sätze. Für eben diesen Fall wird auch der Begriff ‚„meßbare Funktion‘ durch die 
Forderung erklärt, daß die Urbildmenge [|| /(P) — /,|<r] meßbar ist (r >0). Die 
Integrabilität meßbarer Funktionen wird untersucht, ebenso die Beziehung des vor- 
liegenden Integral- bzw. Meßbarkeitsbegriffes zu solchen von Garett Birkhoff 
(dies. Zbl. 19, 416) bzw. Bochner (dies. Zbl. 7, 109) und Gowurin (dies. Zbl. 16, 61). 
Ferner enthält die Arbeit eine Theorie entsprechend verallgemeinerter Riemann- 
Stieltjes-Integrale, wobei aber die Maßfunktion reell ist und folglich die Bildung der f, 
der gewöhnlichen Konvexität (im Raume 3) entspricht; insbesondere wird eine Ver- 
allgemeinerung des Darbouxschen Ober- bzw. Unterintegrals eingeführt. Weiter 
werden Bochnersche und Bochner-Dunfordsche Definitionen meßbarer und summierbarer 
Funktionen ausgedehnt auf Funktionen, deren Werte Punktmengen eines ® sind. 
Den Schluß bilden Anwendungen auf Fourierreihen für Funktionen, deren Werte 
Punktmengen eines ® sind, während ihr Definitionsbereich ein reelles Intervall ist. 
Erwähnt seien noch Konvergenzbegriffe und -sätze für Reihen von (abstrakten) Funk- 
tionen der hier stets betrachteten Art. Verf. weist in der Einleitung darauf hin, daß 
die den verschiedenen Erzeugungsverfahren entsprechenden Integralbegriffe sich im 
allgemeinen gegenseitig nicht decken oder umfassen, während sich im speziellen Fall 
der reellen Funktionen stets das gleiche ergibt, nämlich das Lebesgueintegral. Haupt. 

Phillips, R. S.: Integration in a convex linear topological space. Trans. Amer. Math. 
Soc. 47, 114—145 (1940). 

Es handelt sich um folgende Verallgemeinerung des Lebesgueintegrals (vgl. dazu 
auch das vorstehende Ref.). Über einem abstrakten Definitionsbereich A bzw. einem 
o-Körper aus Teilmengen T von ist eine monotone Mengenfunktion /(T) erklärt, 
deren Werte Punktmengen aus einem topologischen, linearen konvexen Raum % sind 
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(im Sinne von Kolmogoroff, dies. Zbl. 10, 182); dabei sind in 2 konvexe Umgebungen 
in bestimmter Weise mit Hilfe der v. Neumannschen Pseudonorme erklärt. Ferner 
sei m(T) eine reelle, nichtnegative, volladditive beschränkte (Maß-) Funktion über $. 
Es heiße dann /(T) summierbar zum Werte %C.%, wenn für passende Einteilung 
%,%,,... von A die Summe & = D’m(T,) /(T,), erstreckt über hinreichend 


viele v, sich beliebig wenig von “% unterscheidet in dem Sinne, daß $— © einer be- 
liebig vorgegebenen Umgebung der Null angehört (© ist die Menge aller Punkte P 
von & mit P= I m(Z,) P,, wo P, beliebig aus /(T,)]. Das Integral % erweist sich 


als absolut stetig und volladditiv, ferner als lineare Funktion des „Integranden“ f. 
Die Integrale von-Pettis (dies. Zbl.19, 416), Dunford (dies. Zbl. 19, 416) und 
Garett Birkhoff (dies. Zbl. 13, 8) ergeben sich, wenn % als Banachraum genommen 
und in ihm, je nachdem, geeignete konvexe Umgebungen zugrunde gelegt werden. 
Für den Fall, daß W das reelle Intervall [O, 1] ist, wird die Ableitung des (unbestimmten) 
Integrals untersucht. Als Anwendung wird ein Existenzsatz für (abstrakte) Differential- 
gleichungen bewiesen. Den Schluß bilden Beispiele, durch welche sowohl Eigenschaften 
des betrachteten Integrals als auch die Bedeutung der verschiedenen Voraussetzungen 
dargetan werden; insbesondere wird gezeigt, daß die Integrale von Birkhoff und Pettis 
sich nicht decken, und es werden verschiedene von Pettis aufgeworfene Fragen be- 
antwortet. Haupt (Erlangen). 

Djanoumiantz, A. S.: D’intögrale de Stieltjes et les integrales eurvilignes le long 
des eourbes non rectifiables. Mitt. Forsch.-Inst. Math. u. Mech. Univ. Tomsk 2, 119—163 
u. franz. Zusammenfassung 162 (1938) [Russisch]. 

Mit Hilfe des Stieltjesschen Integralbegriffs wird die Existenz von [ Pdx+Qdy 

en; 


bewiesen, wobei (C' eine im allgemeinen nicht rektifizierbare Jordansche Kurve und 
P und stetige Funktionen mit beschränkter Variation sind. Ferner wird das Integral 
{i Pdx-+0Qdy, wo F abgeschlossen CC ist, eingeführt; dies ermöglicht mit Hilfe 
F 


einer Ausdehnung des Stieltjesschen Integralbegriffes nicht nur von der Rektifizier- 
barkeit von C, sondern auch von der Beschränktheit der Variation von P und © 
abzusehen. Bedrich Pospisil (Brünn). 

Kovanko, A. S.: Definition de V’integrale de Riemann-Stieltjes d’une fonetion & 
deux variables avee deux fonetions adjointes et son application & la thöorie de la mösure 
d’une surface. Mitt. Forsch.-Inst. Math. u. Mech. Univ. Tomsk 2, 64-107 u. franz. 
Zusammenfassung 107 (1938) [Russisch]. 

Zur Ausdehnung des Stieltjeschen Integralbegriffes auf mehrere Dimensionen 
ist folgende Definition geeignet: Ist A eine homöomorphe Abbildung eines Gebietes Q, 
die die Orientierung ungeändert läßt, so sei Ag dem Maße von h(E) gleich, EC Q; dann 


ist f fdh = lim DI) f(p5) hg,, wobei p, € Q; ist und die Durchmesser der Glieder Q; 


Q 
der Zerlegung Q,,. . .,Qy von zu Null konvergieren. (Die Mengen E und h(E) müssen 
natürlich gewisse Annahmen erfüllen.) Dies kann auf breitere Klassen von Funktionen A 
ausgedehnt werden. Z. B. im zweidimensionalen Fall, mit dem sich Verf. ausschließlich 
beschäftigt, wo also 3 durch zwei stetige Funktionen &=o(z,y) und n= y(z, y) 
bestimmt ist, Aa = [9, y]z, kann man für @ und y lineare Kombinationen von Funk- 
tionen @,;.und %,, wobei [9;, y;] Homöomorphien sind, nehmen; man hat nur die 
Beziehungen [P, + 9%, Ylz = [Pı; Ylz + [92; Ylz. und [9, ylz = —I[y, plz in Be- 
tracht zu ziehen. Schließlich wird das Flächenintegral definiert. Bedfich Pospisil. 

Erim, Kerim: Über eine neue Definition des mehrdimensionalen Stieltjesschen 
Integrals. Rev. Fac. Sci. Univ. Istanbul, N. s. 4, 167—182 (1939). 

H. Copeland (dies. Zbl. 17, 107) ha proposto una nuova definizione dell’integrale 
lineare di Stieltjes. L’A. definisce in modo analogo l’integrale doppio di 8. 
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[ g9(z, y)d/(z,y). Tale integrale risulta espresso come limite della media arit- 
(B) 


metica dei valori che la g(z, y) assume in certi punti opportunamente scelti nel dominio 
d’integrazione B, al crescere indefinito del numero di questi punti (e al tendere a zero 
della loro mutua distanza). E fatto cenno al caso che f(x, y) possieda discontinuit& 
in B. La definizione si estende ovviamente agli integrali multiplidiS. Tullio Viola. 

Elsholz, L.: Zur Theorie der Invarianten, die zur Bestimmung der unteren Grenze 
der Anzahl der kritischen Punkte einer stetigen Funktion, die auf einer Mannigfaltigkeit 
bestimmt ist, dienen können. Rec. math. Moscou, N.s. 5, 551—557 u. deutsch. Zu- 
sammenfassung 558 (1939) [Russisch]. 

Für die abgeschlossenen Teilmengen A einer Mannigfaltigkeit M sei eine ganzzahlige 
Funktion n(A) mit folgenden Eigenschaften gegeben: 1. für einpunktiges A ist n(A) = a, 
wobei & eine feste (ganze) Zahl ist; 2. sind A und 4’ isotop in M, so ist n(A) = n(4’); 
3.n(A+ B)sn(A)+n(B)+1—o; 4. n[U(A,e)] = n(A) für jede hinreichend kleine 
e-Umgebung U(A,e) von A. Unter diesen (oder etwas schwächeren Bedingungen) gilt 
nfsc+e)sn(fsc—e)+n(P,)+1-—-x für jede zweimal differenzierbare, auf M 
definierte Funktion f mit nur isolierten kritischen Werten; dabei ist P, die Menge aller dem 
Wert f= c entsprechenden kritischen Punkte; e ist so klein gewählt, daß auf der Strecke 
[e — &, c + e] nicht mehr als ein kritischer Wert liegt. Daraus folgt für die Anzahl % der in der 
Menge (f= x) liegenden kritischen Punkte die Ungleichungk>zn(f<x) +1 — «a. — Verf. gibt 
weiter eine Klassifikation der den obigen Bedingungen genügenden Invarianten und definiert 
einige neue solche Invarianten. Vier von ihnen geben in gewissem Sinne die beste Bestim- 
mung der unteren Grenze der Anzahl der kritischen Punkte.: Schließlich werden die kritischen 
Punkte klassifiziert und einige den Morseschen analoge Ungleichungen festgestellt. Nebenbei 
wird. bewiesen: jede n-dimensionale Mannigfaltigkeit kann man aus höchstens n + 1 Elementen 
durch Identifikation ihrer Grenzen erhalten. (Gekürzte deutsche Zusammenfassung.) 

Nöbeling (Erlangen). 


Ridder, 3.: Sur la totalisation par rapport & une fonetion ä variation bornee gene- 
ralisee. C. R. Acad. Sci., Paris 209, 623—625 (1939). 

Ridder, J.: Nouvelles propriet&s de la totalisation par rapport & une fonetion ä 
variation bornde generalisee. C. R. Acad. Sci., Paris 209, 670—672 (1939). 

L’A. prosegue le sue ricerche sulla teoria della totalizzazione rispetto ad una 
funzione &(z) a variazione limitata in senso generalizzato. A questo scopo pone il 
concetto di funzione assolutamente continua in senso generalizzato rispetto ad &(z) 
e, sempre rispetto ad una funzione a variazione limitata in senso generalizzato, estende 
anche la cosi detta condizione N di Lusin. Di ciö si serve per indicare condizioni 
necessarie oppure necessarie e sufficienti perche funzioni contenute in convenienti 
insiemi funzionali siano assolutamente continue in senso generalizzato rispetto ad & (x). 
Inoltre, assegnate in un insieme perfetto P due funzioni f(x) e g(z), l’A. definisce le 
derivate destre e sinistre, massime e minime, di prima e seconda specie di f(z), su P, 
rispetto a g(z) in un punto z, di P. Per es., la derivata minima, destra, di prima 


specie & il limite minimo di ui) al tendere di x a x, nella porzione di P (sup- 
posta non vuota e dotata in z, di un’accumulazione) in cui 2 > 2,, g(2) > 9(2o): 
Dopo di che viene dato un criterio sufficiente perch® una funzione assegnata sia (nel 
senso indicato dall’A. in un suo precedente lavoro [Math. Ann. 116, 98 (1938), defini- 
zione II; questo Zbl. 19, 202]) la totale indefinita di un’altra, rispetto ad x (z). Questo 
risultato estende un teorema di Denjoy e risponde ad una quistione posta da Lebes- 
gue nelle sue Lecons sur l’integration (2° ed., 1928, pag. 307). @. Scorza Dragon. 

Alt, Wilhelm: Über die reellen Funktionen einer reellen Veränderlichen, welche ein 
rationales Additionstheorem besitzen. Deutsche Math. 5, 1—12 (1940). 

Eine eindeutige reelle Funktion f besitzt ein rationales Additionstheorem, wenn 
sie für sämtliche Werte ihres (nach Annahme innere Punkte enthaltenden) Definitions- 
bereiches X der Funktionalgleichung f(x) + /(y) = /(r(z, y)) genügt; hierbei bedeutet 
r(x, y) eine rationale Funktion von x und y, und es soll aus der Annahme, daß zwei 
der Veränderlichen x, y,2 = r(z, y) in W liegen, das gleiche für die [mittels 2 = (x, y) 
ein- oder mehrdeutig bestimmte] dritte Veränderliche gelten. Es wird gezeigt: 1. daß 
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der Definitionsbereich Q, falls er nicht die ganze Zahlengerade erfaßt, aus zwei punkt- 
fremden, ins Unendliche reichenden Intervallen besteht, 2. daß /= 0 oder unendlich 
ist, falls sie in einem Teilintervall von X konstant ist, 3. daß die Funktionen r(z, %), 


welche eine Lösung zulassen, zur Klasse der symmetrisch gebrochen-linearen Funk- 
ax +b ax +b 


tionen gehören, 4. daß die differenzierbaren Lösungen f sind: FREE Ole 4 i 
Clog wi und Carctg = I - ‚5. daß alle nichtdifferenzierbaren Lösungen f 


sich schreiben lassen in der Form F(&(x)); hierbei ist F(x) irgendeine Lösung der 
Funktionalgleichung f(x) + f(y) = f(x + y) und & (x) irgendeine der unter 4. genannten 


Funktionen. J. Ridder (Groningen). 
Vijayaraghavan, T.: On a conjeeture of Gillis. Quart. J. Math., Oxford Ser. 10, 
320 (1939). 


Gillis hatte in der in dies. Zbl. 21, 303 besprochenen Note u.a. die Klassen K, 
jener stetigen periodischen Funktionen hervorgehoben, die von jeder Geraden Z (außer 
x = konst.) in mindestens n Punkten getroffen werden (bei y = konst.: wenn über- 
haupt); er vermutet K,= K,=-:: = Ko. — Verf. erweist diesen Satz als richtig 
und ganz elementar, indem er zeigt, daß jede stetige periodische Funktion, die von 
jeder Z in höchstens n Punkten getroffen wird, von geeigneten steilen Z nur in einem 
Punkt getroffen wird. Ullrich (Gießen). 

Selivanov, N. A.: D&monstration d’un th&or&me de M. A. Denjoy sur les fonetions 
dörivöes. Mitt. Forsch.-Inst. Math. u. Mech. Univ. Tomsk 2, 29—30 u. franz. Zu- 
sammenfassung 31 (1938) [Russisch]. 

Verf. gibt einen einfachen Beweis des folgenden Satzes von Denjoy: Für jede 
endliche derivierte Funktion f hat die Menge aller x mit f(a) < f(x) < f(b) ein von Null 
verschiedenes Maß. Bedrich Pospisil (Brünn). 

Kodama, Sikazö: Sur la elasse quasi-analytique de fonctions de deux variables. I. 
Mem. Coll. Sci. Kyoto A 22, 269—316 (1939). 

Eine Menge von Funktionen eines Argumentbereiches A heißt quasi analytisch, 
wenn je zwei Funktionen dieser Menge, die in einem noch so kleinen Teilbereich von A 
miteinander übereinstimmen, stets identisch sind in ganz W. Verf. betrachtet nun 
Funktionen f(x, y) der zwei reellen Veränderlichen x, y in einem Bereich a<xr <A, 
b=y<s B, die in diesem Bereich den Bedingungen genügen |/"+”(z, y) |< k"+" Myn- 
Die Mn sind für die Menge vorgegebe*. % ist eine Konstante, die von der Wahl der 
einzelnen Funktion f, nicht aber von x, y abhängen darf. Gehen die M„„ genügend 
langsam gegen Unendlich, so ist die Menge quasi analytisch. Nach ausführlichen Vor- 
bereitungen werden notwendige und hinreichende Bedingungen für den quasi analy- 
tischen Charakter der Menge bei gegebenen Mn bewiesen. — Siehe den analogen 
Satz von Denjoy-Carlemann (T.Carlemann, Les fonctions quasi analytiques. 
Collection Borel. Paris 1926) für Funktionen f(x). Behnke (Münster i. W.). 


Analysis. 
Allgemeines: 


@ Witting, A.: Integralrechnung. 2., verb. Aufl. (Samml. Göschen Bd. 88.) Berlin: 
Walter de Gruyter & Co. 1940. 176 S. u. 62 Fig. geb. RM. 1.62. 

Das für seinen Umfang dank geschickter Stoffauswahl sehr reichhaltige Büchlein 
zeigt eine gedrängte, aber doch gut verständliche Darstellung. In der 2. Auflage sind 
nur geringe Änderungen vorgenommen, so z.B. im Abschnitt über uneigentliche 
Integrale. Ullrich (Gießen). 

Teichmüller, Oswald: Genauere Ausführungen über den Begriff des partiellen Diffe- 
'entialquotienten und die Operationen der Vektoranalysis. Deutsche Math. 5, 64—72 (1940). 

Verf. ersetzt die übliche Definition des partiellen Differentialquotienten durch 
eine nach seiner Meinung brauchbarere, vor allem mit der in der Abhandlung durch- 
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geführten Absicht, die Existenzbeweise und Sätze über die Funktionen der Vektor- 
analysis, insbesondere den Gradienten eines Skalars und eines Vektors, den Rotor 
und die Divergenz eines Vektors, die Sätze von Stokes und Gauß zweckmäßiger und 
einfacher als bisher zu begründen. Die neue Definition, die Verf. in vier verschiedenen 
Formen angibt, umfaßt die alte, nicht aber umgekehrt. Sie hat z.B. zur u daß 
das totale Differential von f(x, y) existiert und daß aus der Existenz von in Ey 
Ei Ei deren Gleichheit folgt. Der Leser ersehe die Brauchbarkeit der Paiolinßtlermchen 
analer z. B. aus der ersten der 4 Definitionen und dem angeschlossenen Beweis 
der Existenz des totalen Differentials: 1. Def.: Ist f(x, 4) in der Umgebung von (z,, %o) 


und 


‚erklärt, so sei = E diejenige (wenn vorhanden, eindeutig bestimmte) Zahl p, 
T=% 


y=Y 
welche folgende Bedingung erfüllt: Zu jedem e >0 gibt es ein ö > 0 mit 
) May) - Many) - pie adlSer für r=Me- a +Yy- =. 
Setzt man hier speziell y= y,, so sieht man, daß p = „lim Fey) Mey) also 


%—% 
auch nach der alten Definition gleich ,,, > ist. — Aus (*) Koma der neuen und 
(**) Ifzo y) — Ro» Yo) — g(y — el sey-%| für |y-y|=ö 


nach der alten Definition folgt sofort 
IMa,y) — Mao»Y0) — Pla — 0) - gay y)l=2er für r<Ö, 
d.h. die Existenz des totalen Differentials. Fladt (Tübingen). 
Opatowski, I.: Combinatoric interpretation of a formula for the »th derivative 
of a funetion of a funetion. Bull. Amer. Math. Soc. 45, 944 (1939). 
Für die höheren Ableitungen einer zusammengesetzten Funktion f(z) = F(p(x)) 
gilt die Formel von Faä di runs 


. drop er 
I = Ze] 1 ; 
(5) 


worin JJ sich auf ein System = von positiven ganzzahligen Lösungen von Di, —=k, 


7 T 
Dk,i,=n bezieht und >) über alle solchen Syst me zu nehmen ist. Die kombi- 
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natoräche Bedeutung von A;, ist nach einem Ergebnis von H.S. Wall (dies. Zbl. 19, 10) 
die Anzahl der Aufteilungen von n Gegenständen in k= I), Fächer, immer k, 


r 
in je , davon, ohne Rüc"sicht auf die Anordnung der Fächer. Die Formel von Wall 
entsteht für F(p) = e”, p(x) = logf(x). — In ähnlicher Weise kann eine noch allge- 
meinere Formel von F. G. Teixeira er fx) =F(p,(®),..., 9n(2)) behandelt werden. 
L. Schrutka (Wien). 
Menger, Karl: On Cauchy’ s integral theorem in the real plane. Proc. Nat. Acad. 
Sci. U.S. A. 25, 621—625 (1939). 
L’A. indica una condizione necessaria e sufficiente perch& l’integrale curvilineo 
J(C)= [pdz +gdy, con p e q continue nel rettangolo a<r <b, c<y<d, 


(& 
dipenda soltanto dagli estremi della curva rettificabile C e non dalla curva. Tl teorema 
dell’A. si presta a dedurre agevolmente le condizioni sufficienti classiche o delle loro 
estensioni ed ammette il seguente corollario: Perche J(C) dipenda dai soli estremi 
della € basta che per ogni € >0 si possano trovare dei numeri 

u=a< DS 0X = m <db= Imy+ıs ae <m<d= Yn+1 
in modo che, posto (per «=(0,....m; Jj=0,...,n) 
lt, 4) = AR») _ Pla Yir1) = Pk Y) 

rt Yızı 7%; 


Od 


’ 


21% 
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si abbia 41 - u <E, Yaı- y<E |a,;|<e- Le condizioni date dall’A. non 
implicano la differenziabilitd di p e q; p. es. si riconosce subito che, in base ad esse, 
J(C) non dipende che dagli estremi di C, non appena sia p(z,y) =4(&,y)=M@ + Y) 
con f(t) continua. @. Scorza-Dragoni (Padova). 

Sobolev, S.: Sur P’&valuation de quelques sommes pour les fonetions donnees sur 
un röseau. ©. R. Acad. Sci. URSS, N.s. 25, 563—566 (1939). 

L’A., ricollegandosi a una interessante disuguaglianza integrale tra una funzione 
e le sue derivate, da lui antecedentemente trovata (cfr. questi Zbl. 19, 266), enuncia 
in questa nota una valutazione delle somme corrispondenti per le differenze finite di 
una funzione Ya na UN Aa) 
data su un reticolato in un dominio D. Posto 

A “ u ‚lcrh, (& + Dh, ..., &h) — Ulak, ..., Anh) 
ee) Er EEE Te 
e intendendo definite in modo analogo le differenze di ordine superiore, se D’ & un in- 
sieme connesso di cubi di lato ! appartenente a D, allora, posto: 
o=yhlut = ZlAa nu, = hal 
D’' D’ at ton=1 D’ 
e inteso che per ogni punto della superficie di D’ il valore u entri con un peso p< I 
— = ,‚ vale la disuguaglianza: 
o=zMo+Lo, 

dove M ed Z non dipendono n& da u ne da h, ma solo dalla forma di D. L’A. indica 


il metodo seguito nella dimostrazione, che si basa su alcuni lemmi e sul teorema: 
al ° ° 
se I, h"u=0, allora vale per u la disuguaglianza: 
5 


tale che Lee 
q p 


Es 3 
2 rn 
Zeus Zw An...” 
% 
dove la costante M, non dipende ne da u ne da h. Luigi Beretta (Firenze). 


Pizzetti, Ernesto: Osservazioni sulle medie esponenziali e baso-esponenziali. Metron 
13, Nr 4, 3—15 (1939). 
Für die durch 2 


n in 
vo: Dat e=.. De wi. Dear 
i=1 i=1 i=1 
definierten Mittelwerte y,z,w und das arithmetische Mittel A von n Zahlen 
1I<n sy =%SsS...= x, beweist Verf. folgende Ungleichungen: 


22 A je nachdem c 21, 
2 m D . n N 
Dar > 2 Ar, mithin 1 >47 > 24, "Di Dr, min 
= i=1 


i=1 i i=1 
n 1 nn. 1 
2a nd, 
i=1 i=1 
die er zum Teil sodann auf allgemeinere Potenzmittel ausdehnt. M. P. Geppert. 


Approximation von Funktionen, Orthogonalentwicklungen: 

Mall, Josef: Beitrag zur Theorie der mehrdimensionalen Padöschen Tafel. Math. Z. 
46, 337—349 (1940). 

Zum Aufbau einer (n +1) dimensionalen Tafel von Polynomsystemen dienen 
als Elemente Polynome UP „..n@) ®=1,...,n), die sich aus n Potenzreihen K, 
derart bestimmen, daß der Grad U" <s-—r, ist s=r.+ Yf1...4+7,) und in 
den n Potenzreihen K,U® — UP) alle Potenzen bis zur s-ten einschließlich heraus- 
fallen. r9,...,7, ist ein Gitterpunkt (r, > 0). @. Hoheisel (Köln). 
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Dieulefait, C.: Über die Poisson-Charliersche Reihe. An. Soc. Ci. Argent. 128, 
10—24 (1939) [Spanisch]. 

Zusammenstellung bekannter Formeln über die Charlierschen Polynome (Ortho- 
gonalpolynome zur Poissonschen Wahrscheinlichkeitsverteilung) und Ableitung einer 
hinreichenden Bedingung für die Entwickelbarkeit einer nichtnegativen Funktion 
nach Charlierschen Polynomen (notwendige und hinreichende Bedingung jedoch schon 
bei E. Schmidt, dies. Zbl. 6, 303; d. Ref.). J. Meixner (Berlin). 

Geronimus, J.: Sur quelques propriet6s des polynomes de Meixner. Commun. Inst. 
Sci. Math. et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV. s. 15, Nr 2, 51—54 
u. franz. Zusammenfassung 55 (1938) [Ukrainisch]. 


Die durch f(h)e'«® = 7,0) mie) 21,00) 0, #0) 1 definierten 


n=0 
Polynome r„(£) lassen sich so darstellen 
In(t) = Fp(D)) p’(D) [D/p(DJ"*'" (n=0,1,2,...), wo D=djdt, u(p(a)) = =. 


In ähnlicher Weise werden die durch 1=(y-— t) Dr„(t) q„(y) definierten Koeffi- 
=0 


N 

zienten q,(y) dargestellt. Insbesondere ergibt sich für die Laguerreschen Polynome 
9% (y) = (- 1 (1 — Djrtayn, J. Meixner (Berlin). 

Varma, R. S.: Some infinite series involving Sonine’s polynomial. J. Indian Math. 
Soc., N.s. 3, 330—333 (1939). 

Verf. definiert die Sonineschen Polynome 7%,(z) durch die Formel 

(-)* 
A era 

Er betrachtet die beiden Typen unendlicher Reihen: 


>a,T;(e) und >5,7%). 
r=1 r=1 


Für den ersten Typ gibt er eine Reihe von Beispielen. Er bemerkt, daß der zweite 
Typ bisher im Schrifttum nur wenig beachtet worden ist, insbesondere stellt er als 
notwendige Bedingung für die Konvergenz solcher unendlicher Reihen die Formel 


lim |b,’er-t|7 <1 
T>X 


auf. Endlich behandelt Verf. eine Reihe von Beispielen für unendliche Reihen des 
zweitgenannten Typus. Einige dieser Beispiele sind aus Arbeiten im Rahmen des 
Operatorenkalküls bekannt geworden. M.J.O. Strutt (Eindhoven). 

Menehoff, D.: Sur les multiplieateurs de eonvergence pour les series de polynömes 
orthogonaux. Rec. math. Moscou, N.s. 6, 27—51 (1939). 

Dans ce travail l’au. de&montre l’existence d’un systeme norme de polynomes 
P,„(x), deux & deux orthogonaux et bornes dans leur ensemble dans un segment [a, 5], 
qui a la propriet& suivante: pour chaque fonction positive w(n), n=1,2,..., satis- 
faisant & la condition lim w(n)/(logn)? = 0, on peut determiner des nombres röels c,, 

n> © = 


F(—n; m-+1;x). 


n=1,2,3,..., tels que la serie D)c„P„(x) diverge partout sur [a,b], tandis que 
© 1 

la serie I) w(n)c} converge. On tire d’ici le fait interessant pour ce systeme que cer- 
T 


taines series de Fourier, correspondant & des fonctions & carr& sommable, divergent 
partout dans [a, b]. N. Obrechkoff (Sofia). 
Geronimus, J.: Sur quelques polynömes orthogonaux. Commun. Inst. $ Math. 
et Mecan., Univ. Kharkoff et Soc. Math. Kharkoff, IV. s. 14, 123—127 u. franz. Zu- 
sammenfassung 127—128 (1937) [Russisch]. 
En relation avec un travail de Szegö (ce Zbl. 11, 155) l’au. demontre, que les poly- 
nomes ©,(z) döfinis par 2D,,1(2) = Dare() +b5dnrı@) + ed, m=mr+L...) 
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ne peuvent former sur un contour analytique C un systeme orthogonal avec un poids 
continu et positif sur C que dans le cas, oü les polynomes donnes ®,(z) et ®,+1(2) 
satisfont & la relation 


(ı) Be VUN) mau + (fe), (“= 0,1,..., 27 +2) 
P,+1(W) — — — 9 (w) 

oa 9,(w) = D,lg(w)]; g(w) = gw H r +c/lgw; g= Ve]. Sous la condition (1) 

les polynomes ®, (z) sont orthogonaux sur toutes les ellipses confocales D,(r > R) 

aux foyers b+ 2 Ve et dont la somme des demi-axes est 2gr, si & l’interieur = Vellipse 


Dz sont situes tous les zeros de ©,(z), ®,+1(2) et de 9,+1(2) = D,+1(2) — or‘ re) D,(2), 
1 eb cr 


y()= 3 (z — b+ Y(z — b)? — 4). Le poids alors est egal & . 


N.Obrechkoff (Sofia). 

Iyengar, K. $S. K.: On a test for the eompleteness (Z?) of a normal orthogonal 
set and its applications. J. Indian Math. Soc., N.s. 4, 1—12 (1940). 

Ein von Kaczmarz und Steinhaus stammendes Kriterium (Theorie der Ortho- 
gonalreihen 1935, 8.95; dies. Zbl.13, 9) für die Vollständigkeit eines Orthogonal- 
systems wird etwas verschärft, und zwar beweist Verf. den folgenden Satz: Damit 
das in (0,1) orthonormale System {p„(x)} in der Klasse der L?-integrierbaren Funk- 
tionen vollständig sei, ist das Bestehen der Beziehung 


[e°) a 2 
2 | N Pn (da) 


für alle O<a=.1 notwendig und hinreichend. @. Alexits (Budapest). 

Kawada, Yukiyosi: Bemerkungen zur Theorie der allgemeinen Kugelfunktionen. 
Proc. Imp. Acad. Jap. 15, 334—339 (1939). 

Es wird bemerkt, daß die v. Neumannschen Sätze über die Vollständigkeit der 
unitären irreduziblen Darstellungen einer Gruppe @ auch gelten, wenn statt der ab- 
geschlossenen Familien von fastperiodischen Funktionen auf @ nur die rechtsseitig 
abgeschlossenen [d. h. mit f(s) gehört auch /(sa) zur Familie (s, a Gruppenelemente), 
nicht notwendig auch f(as)] Familien zugrunde gelegt werden. Anwendung auf die 


Kugelfunktionen: Hr sei der Modul aller homogenen Polynome vom Grad m mit, 


Af= e +...4+ pe ab =0. Bildet man orthogonale Basen in den HP, (m = 0, 1,...), 


so bilden diese Funktionen ein vollständiges orthogonales System. Dies und andere 
Ergebnisse werden durch Anwendung der allgemeinen Theorie auf die reelle orthogonale 
Gruppe n-ten Grades erhalten. G. Köthe (Münster i. W.). 


Seott, W. T., and H. S. Wall: A convergence theorem for continued fraetions. Trans. 
Amer. Math. Soc. 47, 155—172 (1940). 1 = E 
Verf. betrachten den Kettenbruch (X) Tree = Ay SF ae mit komplexen «a, 


und mit den Näherungsbrüchen A,/B,. Sind alle a, +0, so setze man b, —=1, 
2% = 1/bn-1n (n>2). — I. Es gebe eine Folge „0 n=1,2,...), so daß 

() „tn + HS rar: || + |on41] r=12,..;n=r-,=a=0). 
Dann ist erstens , #0 undl+r, +73 + rırgr3 + --- ist eine Majorante für die 


Reihe A,/B, +2 (An +1/Ba+ı — An/Bn); ist ein a, = 0, so konvergiert (X). Zweitens: 


gilt in (1) für indian ein gerades und ein ungerades n das Zeichen >, so existieren 
(nach einem Pringsheimschen Kriterium) die endlichen Grenzwerte lim As„/Bans 
lim Agnyı/Ben+ı- Daraus folgt eine Reihe teilweise neuer, teilweise bekannter Kri- 
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terien für (X) (vgl. P. Perron, Die Lehre von den Kettenbrüchen. 2. Aufl. 1929 und 
Leighton, dies. Zbl. 20, 211). — II. Eine Menge M in der komplexen z-Ebene heiße 
ein Konvergenzbereich, wenn (X) für jede Wahl der a, aus M konvergiert. Eine zur 
reellen Achse symmetrische Punktmenge ist dann und nur dann ein Konvergenz- 
bereich, wenn sie beschränkt ist und in der Menge M;: |2| — Rz=} enthalten ist. 
Schärfer: liegen die a, in M,, so ist (W) genau dann an, wenn entweder ein 
@, = 0 ist oder wenn die Reihe $)|b,| divergiert. Es werden auch einige nicht zur 
reellen Achse symmetrische Konvergenzbereiche angegeben, die nicht in M, enthalten 
sind. — III. Unter gewissen Bedingungen wird einem konvergenten (X) eine Folge 
m>0O (n=2,3,...) zugeordnet, so daß (X) konvergent bleibt, wenn man jedes a, 
Korelens um i, abändert; — Druckfehler: 8.155, 2.3 v.u.: inc„_,0,%, lies x statt y; 
8.158, 2.5 v.u. lies (9, — 1)/PnPn-ı; 8. 160, Z.5: kleine Rechenfehler; 8.171, Z. 8: 
lies smaller statt larger. Jarnik (Prag). 


Kloosterman, H. D.: Limitierungsumkehrsätze mit Lückenbedingungen für das 
C-Verfahren. Math. Z. 46, 375—379 (1940). 

Verf. beweist in überraschend knapper Form gewisse Limitierungsumkehrsätze 
mit Lückenbedingungen, die das C,-Verfahren betreffen und Verallgemeinerungen 
der von Meyer-König (dies. Zbl. 21, 219) herrührenden Sätze darstellen. Der Beweis 
gründet sich auf zwei Identitäten zwischen den Partialsummen einer Reihe einerseits 
und den ausihren Cesäroschen Summen höherer Ordnung (mit der positiven ganzzahligen, 
sonst aber beliebigen Spanne 3) gebildeten iterierten Differenzenausdrücken andererseits. 

Garten (Dessau). 

Kloosterman, H. D.: Tauberian theorems for Cesaro-summability of deuble series. 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 43, 215—223 (1940). 

Die Note gehört in eine Reihe von Arbeiten, in denen sich Verf. mit der Umkehrung 
des O-Verfahrens beschäftigt (vgl. vorsteh. Ref.; eine weitere Arbeit in J. London 
Math. Soc. wird angekündigt). Verf. gewinnt in ihnen über gewisse Differenzenformeln 
einen neuen kurzen Zugang zu den Umkehrsätzen. In der vorliegenden Note handelt 


m,n 
es sich um das C-Verfahren für Doppelfolgen s„,» = s% = Da, ,, das durch 


u=l,v=1 
m 
ne = In se EAN = 7, 2) 
. . m+t—1\-1/a+r— 1\-1 
ER are uarae 
definiert ist (m,n=1,2....;t,r=0,1,2,...). Die Umkehrung des O(1, 1)-Ver- 


fahrens sowie des mit den O-Verfahren in engem Zusammenhang stehenden A-Ver- 
fahrens hat neuerdings K. Knopp behandelt [Math. Z. 45, 573—589 (1939); 
weitere Literatur daselbst und Math. Z. 46, 157 (1940); Referat erscheint demnächst]. 
Verf. beweist nun für C-Verfahren beliebiger Ordnung: Aus Ct, r)- Br a 


(t, r Euy ganz, fest; s,„,„ reell) folgt lim s„„—=s, wenn entweder (I) a2: Au,n<K 
und man, „<.K, oder wenn (II) (m? + n?) ann <K ist (K>0 von nn Ban 


 ahhäneig) Meyer-König (Stuttgart). 
Lewis jr., Daniel C.: Formal power series transformations. Duke math. J. 5, 
794—805 (1939). 
Die Abbildung 7(x(0)): 


L . 
2,1) = I 0,,2,(0) San 00) RO, = ...,m) 
j-1 2. u 


bildet den Punkt (x2,(0),...; 7(0)) auf (2,(1),...,2,„(1)) ab; die 2, (0), (l), Gy; 
@;,a1,...,&„ Können komplex sein. Wird (z1(1),...,2,(1)) auch dieser Abbildung 
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unterzogen, so entsteht (2,(2),..., 2,(2)) usw. bis (z1(£),..., 2n(t)). Die t-te Ite- 
rierte sei: 


n oo 
Lt 
1 u=2ln+:Fm= 
Für alle natürlichen [Zahlen t und 7 gilt T!*" = T! T*. Die zunächst nur int = 0,1,2,... 
definierten Funktionen %;,(t) und %,«,,...,«„(£) werden auf alle komplexen i extra- 
poliert, wobei die Gleichung 7'+" = 7 T* für alle komplexen t und 7 erhalten bleibt. 
Diese Verallgemeinerung des „Iterationsindex‘“ wird allerdings ohne Konvergenz- 
betrachtungen durchgeführt! — Die Bestimmung der y,,(t) geht vorweg: sie sind je 
gleich der Summe von n Ausdrücken der Art c, A,t'"; c, sind Konstanten, die sich aus 
%:;(0) = Ö; bestimmen, A,,...,A,(r=n) sind die verschiedenen Wurzeln der Deter- 
minantengleichung |a,; — Ad,,|=0 [(6,,) = Einheitsmatrix], und die l, sind die 
nichtnegativen ganzen Zahlen, welche kleiner als die Vielfachheit der Wurzel A, sind. — 
Die A, geben ein Kriterium für zwei Fälle: 1. den „inkommensurablen“, bei dem jeder 


Ya...) (0). - (Ol, G=1,2..N). 
u 


8 
Wert log, = I Nn:&; ist (N„; sind ganzzahlige Konstanten, &; Zahlen, die für 
i=1 8 
beliebige ganzzahlige M;: DZ’ M;&; +x2ri «=+1,+2....) erfüllen), und 2. den 
= 


ie 
„kommensurablen“, bei dem es derartige &,; nicht gibt. Für den ersten Fall wird 
das Problem der formalen Bestimmung der %;,«,,...,.(), abgesehen von der mit der 
Schreibweise bereits angegebenen Vieldeutigkeit, eindeutig gelöst: die %;,«,,..., «n(E) 
sind fortschreitend ermittelbare Polynome in den Ausdrücken A#!t!. Der kommen- 
surable Fall kann nicht entsprechend erledigt werden, wie das Beispiel 
x(l) =—-x(0) + [x(0)]? zeigt; oft ist es möglich, zu einer Transformation 7 eine 


Iterierte S= T* (k eine natürliche Zahl) zu finden, die inkommensurabel ist; es ge- 
1 


lingt aber nicht, S* = T zu erhalten. — Bemerkungen über die Verhältnisse im Reellen 
vervollständigen diese Untersuchungen. Töpfer (Hilden). 

Kawata, Tatsuo: A proof of a theorem of Hardy and Littlewood concerning strong 
summability of Fourier series. Proc. Imp. Acad. Jap. 15, 243—246 (1939). 

Es wird ein neuer, auf elementaren Abschätzungen beruhender Beweis des folgenden 
Satzes von Hardy und Littlewood (dies. Zbl. 12, 296) gegeben: Ist f(x) eine mit 
2 n periodische, integrable Funktion, für die 

t 


\BWw)|du= ol) mit Blu) = {fie + u) + Me - u) — 2f(e)} 


ö 
gilt, so besteht für die Teilsummen s,(x) ihrer Fourierreihe die Beziehung 


N 
“ 2 : 
Pa TE F. Lösch (Rostock). 
Randels, W. C.: On the absolute summability of Fourier series. II. Bull. Amer. 
Math. Soc. 46, 86—88 (1940). 


Nach E. Kogbetliantz wird eine L-Fouriersche Reihe in einem Punkt x, 
|C,«&| («x >0) absolut summierbar genannt, wenn 2 \or (20) - _,(2)|< oo ist 
n= 


(07(&) die Cesaroschen Mittel der Ordnung &). L. S. Bosanquet hat bewiesen, daß 
die absolute Summierbarkeit |O, &| für « >1 eine lokale Eigenschaft ist (dies. Zbl. 
15, 64). Verf. beweist, daß die |C', «| absolute Summierbarkeit für & = 1 keine lokale 
Eigenschaft ist und führt hierzu einen früheren Beweis von L. 8. Bosanquet und 
Kestelmann an. — Ref. möchte bemerken, daß A. Foä diesen Satz schon 1938 be- 
wiesen hat (dies. Zbl. 20, 112). Kürzlich hat A. Foä außerdem noch den folgenden 
allgemeineren Satz bewiesen: Die |C, «| absolute Summierbarkeit einer LP-Fourier- 
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schen Reihe (p > 1) ist eine lokale Eigenschaft oder nicht, je nachdem & > LU oder 
0<a=<1/p ist [Boll. Un. Mat. Ital., (2) 2, 3235—332 (1940); Referat folgt]. Teil I 
vgl. dies. Zbl. 20, 16. L. Cesari (Pisa). 

Szäsz, Otto: On the order of the partial sums of Fourier power series. Bull. Amer. 
Math. Soc. 46, 108—112 (1940). 

Es seien f(x) eine L-integrierbare Funktion und s,(f, x) die Teilsummen ihrer 
Fourierschen Reihe. Bekanntlich ist |s„(f, x)| = o(n) (*) gleichmäßig in x. C. Ran- 
dels hat an Hand eines Beispiels bewiesen, daß (*) nicht verbessert werden kann (dies 
Zbl. 16, 353; Ref. von A. Zygmund). Außerdem hat A. Zygmund in seiner Rezension 
ein neues Beispiel dafür angegeben. Verf. gibt neue elementare Beispiele und einige 
genauere Bestimmungen. L. Cesari (Pisa). 

Hyslop, J. M.: On the absolute summability of the suecessively derived series of 
a Fourier series and its allied series. Proc. London Math. Soc., II. s. 46, 55—80 (1939). 

Soit f(x) une fonction periodique de periode 2, (L)-integrable dans (—, r) 
et supposons qu’on peut trouver un Pe Pt) dedegre <= r — 1 tel que les fonctions 

gi) = (2) fat) - PO) +(-VT@—-ı) — Pi-Y)} 
hl) = (ar) {fe + \ - PW - (- Die - 1) - P(-9)} 


t 
soient integrables dans (—r, rn). Posons G,(t) = 75 f (t — u)" "Ig(u)du, x >0, 


) 
Mg), galt) = Ta +1)t7°G,(),a>0, H,(t) et h.(t) &tant les fonctions corre- 
spondantes & Ak(t). L’au. d&montre les th&or&mes precis: 1. Si g.(£) est de variation 
borne&e dans (0, zz) la r-ieme serie derivee de la serie de Fourier de f(f), pourt=z, est 


sommable |(,«+r +61, =>0,5>0. 2. SIH,(+0)=0et fu |aH.(u)| < 
ö 


la r-i&me derivee de la serie conjugu6e de f{t), pour t= x, est sommable |(, «+r+öl], 
#«>0,6>0. 3. Sila r-ieme serie derivee de la serie de Fourier de f(t), puurt= x, 
est sommable |C, «|, la fonction g._r+1-+5(t) est de variation bornee dans (0, x) 
danslecsaa>r>0,6>0. 4. Si la r-ieme derivee de la serie conjuguee de ft), 


pour t=z, est sommable |C, «|, on aura jr ll rs W)|H<e,io>r>0, 
ö>0. N.Obrechkoff (Sofia). 


Mohanty, Ramanath: The summation of the integral conjugate to the Fourier 
integral of the finite type and of the conjugate series. J. Indian Math. Soc., N. s. 3, 
319—329 (1939). 


Let (1) | (b, cossz — a,sinsz) ds be a conjugate Denjoy-Fourier integral of the 
ö 
finite type, that is, /(£) is ne in the Denjoy in (—-r,r) and is equal to 


zero elsewhere, and a, = E77 cosstdt, , = 1 /n t)sinstdt. Let 


-7 t 


1 
v0) <a+1) - a9, PO = J yo dt, 
and let the integral fi t-1P(t)dt exist. The author that if 


Ey Iyft)cosntd=0 (p=(2m+1)n/2n, 2m +1<n), 


then the integral (1) converges to 7  |Plmax (a+2,n—2)+ fi 1 Pt) du) . Further 
0) 


Cesäro summability theorem for (1) and their series analogues are proved. Izumt. 
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Mareinkiewiez, J., et R. Salem: Sur les sommes riemanniennes. Compositio Math. ., 
376—389 (1940). 
Ev f(x) be an integrable function with period 1 and let F„(f, De F„(z) 


-32 f(@ + 2). B. Jessen (this Zbl. 9, 306) has proved that | lim 2 Fn(®) L dx 


almost ae and further that if p>1 and /?(x) is integrable, then f FP(x)dz 
<(2 fe dx where F(f,2)=F(e)=1.u.b. |For(2)|. The authors point 


= that the Jessen’s meth d gives the ehe (4,B,C See absolute constants) 


Ir Fels) (<1); [riaz< ai + fd de +C, 
3 

and prove that, if (x) is positive, increasing and ‚lim u _ =(, then there is a 
function f(x) such ir . 


1 
alodre baa<a®, [Fl,)de= 


The second eo is that if J iz +12) — Ma)’ dz = 22 (€ > 0), then 
„im Rd) = -[ x) dx almost ne For the proof / A —=(0 is sup 


Denen and f(x) i % ezpr ıded in the Fourier series such that f(a) -%o, eat22. Then 
F,(x) =: Cn,e2rinvz, Parseval relation gives [ri@) de= = |on», and then 


2 [F 2(2)de= 23 |es|? d(s), where d(s) is the number of the divisors of s, and 
ds) 08): or ti other hand 


[Ir +) Ha)? do= 4 |Paintamnı, 


— 2 — 
fi fe ee ee na. (e<o). 


Thus the hypothesis implies > DI /[Fi(a)da<oo and then im F„(@)=0 almost 
Peru which is the eh The similar EN Biye the last theorem: if 


fe 2 
el @) dtde<oo, then ‚im u. (z) = x)dx almost every- 
1085| 


here, Izumi (Sendai, Japan). 


Dirichletsche Reihen, fastperiodische Funktionen: 


Sirvint, Georges: Sur un th&or&me de Vladimir Bernstein. Rec. math. Moscou, 
N. s. 6, 175—182 (1939). 


Es bezeichnen C, H,O und $ die Abzsissen der Konvergenz-, Regularitäts-, Ultra- 


konvergenz- bzw. starker Ultrakonvergenzgeraden einer Dirichletreihe >> a„exp[—A,8]- 
n-1 
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Von V. Bernstein stammt der Satz: Damit eine der Ungleichungen C— H>6, 
-0>2ö, C-S>ö(l<SÖ<m) stattfindet, ist notwendig und hinreichend, 
daß der Kondensationsindex (l’indice de condensation) der Folge A, nicht kleiner als ö 
ist. (V. Bernstein, dies. Zbl. 8, 115.) Verf. zeigt, daß im Falle eines unendlich großen 
Kondensationsindex die Bernsteinsche Schlußfolgerung nicht stichhaltig ist und ergänzt 
in diesem Punkte den Beweis. V.G. Avakumoie (Beograd). 

Biggeri, Carlos: Über die Konvergenzabszissen der Laplacesehen Integrale und 
der Dirichletschen Reihen. An. Soc. Ci. Argent. 128, 65—70 (1939) [Spanisch]. 


Verf. betrachtet das Laplacesche Integral ji p(t) e-'* dt und zeigt, daß diejenigen 
Fass 

reellen oder komplexen Werte z, für die es existiert und endlich ist, mit denjenigen 

Werten zusammenfallen, für die das Integral [t® - p(t)e-'*dt endlich ausfällt, wobei 


ö 
$(t) in (0, oo) definiert und w eine beliebige komplexe Zahl ist. Die gleiche Beziehung 
besteht auch zwischen den Dirichletschen Reihen D)a„e-’** und den Reihen 


n=0 


DAR »a„e”'r2 für beliebiges w. Sandro Faedo (Rom). 
n=0 


Hartman, Philip: On Dirichlet series involving random ceoeffieients. Amer. J. Math. 
61, 955964 (1939). > © x 

Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine gegebene Zahl C (oder U oder A) Abszisse 
der einfachen, gleichmäßigen oder absoluten Konvergenz einer der Dirichletreihen 
D+@, n’ bei willkürlich gewählten Vorzeichen und gegebenen a, sei, ist 0 oder 1; 
ist sie für alle drei Zahlen gleich 1, so ist 1/2 >A-C0>U-C0>0. Verf. beweist, 
daß man Folgen a, konstruieren kann, bei denen A— U = 1/2 ist. 

V.@. „vakumevie (Beograd). 

Kienast, Alfred: Über die asymptotische Darstellung der summatorischen Funktion 
von Dirichletreihen mit positiven Koeffizienten. Math. Z. 45, 554—558 (1939). 

Es handelt sich um die asymptotische Darstellung der summatorischen Funktion 


x © 
y(z) = Da, einer Klasse Dirichletscher Reihen f(s) = Da,n”*, die insbesondere 
n=1 


3 
die Potenzen £°(s) (O<Se=1) der Riemannschen Z-Funktion enthält. Es wird eine 
von Ingham (dies. Zbl. 18, 355) bemerkte Lücke in einer früheren Arbeit des Verf. 
[Math. Z. 44, 115—126 (1938); dies. Zbl. 18, 355] ausgefüllt, und zwar muß bei der 
Abschätzung des Realteils eines gewissen, dort S.121 mit J, bezeichneten Integrals 
ein Summand abgespalten und für sich betrachtet werden, der versehentlich unbe- 
rücksichtigt geblieben war; dies bedingt in den Ergebnissen kleine Modifikationen. 
Herm. Schmidt. 

Favard, J.: Remarque sur les polynomes trigonomötriques. ©. R. Acad. Sci., 

Paris 209, 746—748 (1939). 


+n - 
Es si P,@)=}% Orens, ,=0, ken kK<iıv G=06-u 
—_n 


0<ö=min(A;,ı — 4) ein reelles trigonometrisches Polynom. Verf. beweist, daß 
für jede Zahl } eine von n und a unabhängige Konstante K(l, ö) existiert, so daß 
+n a+! 
> |0,? >= KU, 8)/ Pi(a)da 
= a 
gilt. Dieser Satz kehrt eine von N. Wiener bewiesene Ungleichung um 


Fo <zu,ö)/ Pre) de 


(dies. Zbl.10, 28; vgl. auch J. Mareinkiewicz und A. Zygmund, dies. Zbl. 19, 270). 
Es folgen Anwendungen zur Theorie der fastperiodischen Funktionen. L. Oesari. 
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Bogolioüboff, N.: Sur quelques proprietes arithmötiques des presque-periodes. 


Ann. Chaire Phys. Math., Kiev 4, 195—205 (1939). 

H. Bohr ha dato la seguente estensione del concetto di periodieit4: — La funzione f(f) 
continua e definita su tutto l’asse reale d quasi-periodica, se ad ogni e > 0 si puo far corri- 
spondere un Z« > 0, tale che in ogni intervallo di lunghezza L. esista un numero r, (quasi- 
periodo) tale che per ogni t sia | f(£ + re) — f(t)|=e. Precedentemente P. Bohl aveva dato 
quest’altro concetto di quasi-periodicitä: f(t) & quasi-periodica se esistono dei numeri reali 
linearmente indipendenti @1,...,@,, tali che ad ogni e>0 si possa far corrispondere 
un ns > 0 tale che sia un quasi periodo ogni 7. che verifichi alle disuguaglianze R|ro,|=n: 
(k = 1,2,...m) dove R(z) = |x — E(x)|, E(x) indicando l’intero piü vicino ad x. In questo 
lavoro si confrontano le due definizioni di periodicitä, allo scopo di chiarire per la definizione 
di P. Bohl il teorema della approssimazione uniforme delle funzioni quasi-periodiche con 
funzioni trigonometriche. Sandro Faedo (Roma). 


Spezielle Funktionen: 
Watson, 6. N.: Three triple integrals. Quart. J. Math., Oxford Ser. 10, 266—276 


(1939). 
Berechnung folgender, in der Theorie des Ferromagnetismus auftretenden Integrale: 
TIER TIT 
I IE du dvdw I Ben dudvdw Zi 
Saar 1 — c08% cosv cosw’ IT 5: 3 — 0080 C03W — CO3W COSU — COSU COSY’ 
000 000 


TUIT 
ae 1 il dudvdw 
UT aE 3 — 008% — C0Sv — CcosWw 
000 


Bezeichnet man mit K(k) das vollständige elliptische Integral erster Gattung mit dem 
Modul %, so ist 


Le Bent VE K2(sin159), 


7 


1, = (18 + 12/2 — 10/8 — 776). K2((2 — y3)(y3 — %)). 
Schoblik (Brünn). 
Zucekerman, Herbert $.: The computation of the smaller coeffieients of J(r). 
Bull. Amer. Math. Soc. 45, 917—919 (1939). 
Die mit Hilfe der Guptaschen Tafeln für die Anzahl der Partitionen einer natür- 
lichen Zahl ausgerechneten ersten 25 Koeffizienten a, der elliptischen Modulfunktion 


1728 J(t) == e-Zrir En Dia„ez=inz 
n=0 


werden mitgeteilt. H. Maaß (Heidelberg). 
Zuckerman, Herbert $S.: On the expansions of certain modular forms of positive 
dimension. Amer. J. Math. 62, 127—152 (1940). 
Es sei F(r) eine Modulform der positiven reellen Dimension +r. Es gelte also 


für jede Modulsubstitution 8 = R ı) mit c>0 eine Transformationsgleichung von 
der Gestalt 5 { 

F(St) = e(8)(—i(et + d))""F(r) (es)]|=1; Smr>0); 
ferner habe F(T), gemessen in den ortsuniformisierenden Variablen, endlich viele Pole 


im Fundamentalbereich der Modulgruppe. Gesucht wird die Fourierentwicklung 


= Dan era — ezriat (7) — e2riar I a,a" 
n=—u NnN=—U 
(= = ei, 0<a<l1, & bestimmt sich aus e(U), U= ( ı)) Verf. benutzt hierzu 
die Cauchysche Formel f(y) + Ry = a) d 


2ni) 2 —y 


C, (N eine natürliche Zahl) 


“ . . . on . 
in der Üy eine geeignete einfache geschlossene Kurve in |e|< 1 und Ry die Residuen- 
summe des Integranden in seinen Polen +y im Innern von C'y bezeichnet. Bemerkens- 
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wert ist die Wahl der C'y, die mit N oo den Kreis |x| = 1 approximieren: In der 
t-Ebene markiere man die Fareybrüche der Ordnung N im Intervall (0,1) auf der 
reellen Achse, verbinde je zwei benachbarte durch den Orthogonalhalbkreis und ersetze 
die entstehenden Spitzen durch horizontale Querverbindungen in geringer Höhe. 
Das Integral über CO, wird in die Teilintegrale zerlegt, deren Weg in der r-Ebene von 
dem Punkt senkrecht über einem Fareybruch zu dem Punkt senkrecht über einem 
Nachbarbruch führt. Bei der Durchführung der Rechnung liefern die Integrale über 
die Orthogonalhalbkreise den Hauptbestandteil der Darstellung von f(y) + Ry- 
Für N oo ergibt sich eine geschlossene Potenzreihe in y, deren Koeffizienten Aus- 
drücke der gleichen allgemeinen Struktur sind, wie sie früher (Rademacher and 
Zuckerman, dies. Zbl. 19, 22) aufgetreten sind; auf ihre Beziehung zu den Fourier- 
koeffizienten der Poincareschen Reihen von der Dimension —r — 2 sei nochmals 
hingewiesen. Die Berechnung von „im \ Ry und spezielle Ausführungen schließen die 
Untersuchung ab. H. Petersson (Prag). 


Behrens, Ernst-August: Bestimmung der Stufe für die aus binären Thetareihen 
erzeugten Modulformen. Math. Z. 46, 350—374 (1940). 

Wie E. Hecke [Math. Ann. 97, 210—242 (1926)] gezeigt hat, sind die binären 
Thetareihen ” je 

’ fe = 1(w1, ©; 0,0, YD) = ws" d,(t;o,ayD) d=1,2) 
mit 
_ ® Qnir —— nie _ N 
ER m Dre Se os Ins N (a)|D| fürD<O 
Be sCın) en 
(für D>0 in etwas abgeänderter Weise definiert) Modulformen der Stufe |D| und 
der Dimension —t. Verf. zeigt, daß nach Abspalten eines Primfaktors p von |D|, 
also R= Di weder die betrachteten Thetareihen noch ihre Linearkombinationen 
bereits zur Stufe R gehören, daß also |D| die genaue Stufe ist. Daraus folgt insbeson- 
dere, daß man keine Thetareihen der Stufe p=1(4) der Dimension —1 oder —2 
durch Abspalten aus einem zusammengesetzten D erhalten kann. Da ferner —p selbst 
nicht Diskriminante sein kann für p = 1(4) und für positive Primzahldiskriminante 
die binären indefiniten Thetareihen identisch verschwinden, gibt es überhaupt keine 
Thetareihen oder Linearkombinationen, die Modulformen der Dimension —1 oder —2 
zu dieser Stufe p sind. Unter z. T. gesonderter Behandlung des Falles p = 2 gelingt 
der Beweis durch Untersuchung der Umsetzung eines aus Repräsentanten f, bei ge- 
eigneter Anordnung gebildeten Vektors u bei Anwendung einer Substitution aus I'(R): 
ul) Mu. 

Die Gruppe der M erweist sich als Darstellung von /'(R)/T'(|D|). M besitzt nämlich 
bei dieser Definition bereits Kästchengestalt, die Elemente der Kästchen hängen 
von a,b,c,d nur mod. p ab. Da ihre Bauart verschieden ist, je nachdem c = 0(|D|) 
oder c=#0(|D]|), ist eine Fallunterscheidung notwendig, um M(r) - M(r’) = M(rr') 
zu beweisen. Nach Zerlegung der Darstellung in ihre irreduziblen Bestandteile läßt 
sich ablesen, daß unter diesen die Hauptdarstellung nicht auftritt. Es kann daher 
keine Linearkombination solcher Thetareihen zur Stufe R existieren, die nicht identisch 
verschwindet. E. Schulenberg (Berlin). 


Kibbie, W. F.: A Bessel function in terms of incomplete gamma functions. J. In- 
dian Math. Soc., N.s. 3, 271—294 (1939). 

In Verallgemeinerung eines Ergebnisses von Hadamard und Watson wird be- 
wiesen, daß durch die für X» > — $ und alle z konvergente Reihenentwicklung 


e (22)° I (—22)""-yw-+ m — a, 22) 
Ya IT» —m+a+1)I(m—a+})’ 


m= —© 
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z 
in der y(s,2) = fi f?-1e-!dt die unvollständige Gammafunktion bedeutet, die Bessel- 
0 in 
sche Funktion I,(z) = 1.le 2 ,) dargestellt wird. Das Watsonsche Ergebnis folgt 
hieraus für ganzzahliges a + 3, das Hadamardsche, wenn überdies » = 0 ist. Durch 
Eintragung von I(v-+m-+.a) an Stelle von y» +m— a,2z) entsteht aus der 
angeschriebenen Reihe eine asymptotische Entwicklung einer Lösung der Besselschen 
Differentialgleichung, die gleichfalls eine bekannte Entwicklung verallgemeinert. 
Verf. diskutiert ferner Bedingungen für die Zahlen a, p, k, u, damit ganz allgemein 


+00 
eine Reihe der Gestalt z*eP?. >’ c„(kz)"" y(u + m, kz) eine konvergente Darstellung 
Mm= —o 
einer Lösung der Besselschen Differentialgleichung ist; insbesondere wird gezeigt, 
daß bei vorgegebenem a und p höchstens eine derartige Lösung möglich ist. 
Schoblik (Brünn). 

Brixy, Eduard: Logarithmus der Besselschen Funktionen reellen positiven Argu- 
mentes. Z. angew. Math. Mech. 19, 372—379 (1939). 

Formeln zur Berechnung von Koeffizienten der Potenzreihen für die mittels der 
Besselschen Funktion J,(z) gebildeten Funktionen 


(3) rise, Sh-ı@!J,@), J,+1(2)p! I, (&), log se) 


und eine Tafel von auf 6 Dezimalstellen berechneten Werten einiger ersten dieser 
Koeffizienten im Falle v = 0,1, 2, 3. O. Boruvka (Brünn). 
Bock, Philipp: Über einige Integrale aus der Theorie der Besselschen, Whittakersehen 
und verwandter Funktionen. Nieuw Arch. Wiskde 20, 163—170 (1940). 
Für zwei im Sinne der Hankelschen Transformation einander zugeordnete Funk- 
tionen f(x), F(x) besteht bekanntlich die Beziehung (s. dies. Zbl. 13, 398, Tricomi) 


(1) o50+D [exp(—4aa2)a”t1.f(e) d= a36+D [exp(—4a a8) t+1.Flx)dz 
) ö 


(Rx >0, Rv> -—1). Die vorliegende Arbeit enthält einige Beziehungen zwischen 
Integralen aus der Theorie der Besselschen usw. Funktionen, die sich aus (1) auf Grund 
einer geeigneten Wahl von f(x), F(x) ergeben. O. Boruvka (Brünn). 
Shanker, Hari: On integral representation of Weber’s parabolie eylinder funetion 
and its expansion into an infinite series. J. Indian Math. Soc., N. s. 4, 34—38 (1940). 
Aus der Differentialgleichung y’+(n+3-4x2?)y=0 der Weberschen 
Transzendenten D,(x) findet Verf. zunächst den Integralzusammenhang 
+0 


“ Dt) = -  letr (eier Due + rt 


für beliebiges m; darin verläuft der Integrationsweg vom positiven Ende der reellen 
Achse aus längs dieser, umkreist den Nullpunkt im positiven Sinne und kehrt wieder 


auf der reellen Achse zurück. Aus (1) und der Taylorentwicklung für exp(4 2?) D,(z) 
ergibt sich die Reihendarstellung 


et Dame) = DEN Du-:@)Dn-ile), 
0 


Rasen: 


gültig für beliebige reeile Werte von m und n. Für m = 0 schließt (1) eine bekannte 
Integraldarstellung von Whittaker ein. Vgl. auch dies. Zbl. 22,135.  H.Geppert. 
Bagcehi, Haridas: The method of difference equations applied to the summation of 
certain series involving Legendre and Bessel funetions. J. Indian Math. Soc., N. s. 4, 
13—24 (1940). 
Es werden gewisse bemerkenswerte Summenformeln betreffend Lösungen D,(2), 
P,(2),... einer Funktionalgleichung von der Form a, ®,.1() + Pu h(2) D,(z) 
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+ &n-ı ®n-ı(2) = 0, wobei die &,, ß„ Funktionen von n bedeuten, abgeleitet und 
auf Legendresche und Besselsche Funktionen angewendet. Im Falle der Legendreschen 
Funktionalgleichung (u =n +1; „= —2n-+ 1; 'h(z) =2) gilt der folgende Satz: 
Die aus analytischen Lösungen ®,(z), ®,(z),... der Legendreschen Funktional- 


gleichung gebildete Potenzreihe >)1t”®,(z) konvergiert bei gegebenem t absolut 
n=0 t 
und gleichmäßig zu der Summe [d, (2) — zB, (z)] (1 — 221 + 12) 3 ie (1 — 22t + 12)-tdt 


ö 

+ ©,(2) (1 — 22 + 12)-%, vorausgesetzt, daß |t|< 1 und die Zahl z der Ungleichung 
+1] +|2-1|< |t| + |t7!] genügt. O. Borüvka (Brünn). 

Meijer, €. S.: Über Produkte von Legendreschen Funktionen. Akad. Wetensch. 
Amsterdam, Proc. 42, 930—937 (1939). 

Quadrate und Produkte zugeordneter Legendrescher Funktionen (erster und zweiter 
Art) lassen sich durch die hypergeometrische Funktion ‚7, ausdrücken; diese aber hat 
Verf. durch ein Integral dargestellt, in dem der Hauptbestandteil des Integranden 
eine Funktion ‚zF, ist (dies. Zbl. 21, 121). Bei den hier auftretenden Werten ihrer 
Parameter kommen diese Reihen ‚F, auf bekannte, im wesentlichen Legendresche 
Funktionen zurück; so gewinnt Verf. z. B. die Integraldarstellung: 


Pr (Yı + 22) Pr(Yi + 2) = Zee Rz em 


— Yalll-m—nT(?—-m+n) 
- [(e2 + Eoj2t)" 3 P7(Cof2t) Sin ""iCofrtdt, 
0 


+0, jagel<5, Rem<i, Remtm)<1, Rem—n)<2. 


Im zweiten Teile der Arbeit knüpft Verf. an eines seiner früheren Ergebnisse (dies. 
Zbl. 18, 213) an und stellt Produkte der genannten Art durch komplexe Integrale 
Besselscher Funktionen dar. Koschmieder (Graz). 
Albert, George E.: Asymptotie forms for a general elass of hypergeometrie functions 
with applications to the generalized Legendre funetions. Duke math. J. 5, 281—292 
(1939). 
Betrachtet werden die Lösungen der Jacobischen Differentialgleichung 
-A-2ay HB - 8 - lt FY)AyrrP ta BrNy=0 


bei komplexen Werten aller auftretenden Größen (auch der Parameter &, ß und »); für 


ß = -% bekommt man, abgesehen von einem Faktor const. )’ , die allgemeinen 
Legendrefunktionen P},Q), für v=n>=0 ganz die Jacobischen Polynome, und 
wenn außerdem «= ß=0, die Legendreschen Polynome. Durch Transformation 
beider Variablen unter Beseitigung des Mittelglieds wird eine Gestalt der Differential- 
gleichung erreicht, die die unmittelbare Anwendung allgemeiner asymptotischer 
Ergebnisse von Langer [Trans. Amer. Math. Soc. 37 (1935); dies. Zbl. 11, 301] ge- 
stattet. So ergeben sich asymptotische Darstellungen (der Form: 1. Annäherung + Rest 
bekannter Größenordnung) vermittels Besselscher bzw. Hankelscher Funktionen vom 
Argument  +3(&+ß+1)9 (<= cosd), und zwar für komplexes » — oo in einer 
aufgeschnittenen Ebene, z beliebig variabel in | 2 +1]>d>0 (getrennte Gestalten, 
je nachdem |2—1| zZ] oder | —1| _n 
|&|, |ß|- Im Falle der Jacobischen Polynome sind Teile der Szegöschen Ergebnisse 
[dies. Zbl. 7, 203] enthalten. Im Legendreschen 
Fall wird auch der Fall « — oo bei beschränktem |»| behandelt; eine Whipplesche 
Relation [Proc. London Math. Soc. (2) 16 (1917)] gestattet nämlich die Überführung 
in solche Legendrefunktionen, deren oberer Index nicht von & abhängt, und damit 
die Zurückführung auf den ersten Fall. Herm. Schmidt (Jena). 


‚ gleichmäßig gültig für beschränkte 
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Burchnall, J. L.: The differential equations of Appell’s funetion F4. Quart. J. Math., 
Oxford Ser. 10, 145—150 (1939). 
The author considers Appell’s function F,(a,b;c,c’;x,y) =z which is expressed 
by the doubly infinite series of which the general term is 
(a, m + n) (db, m + n) x” y"/(c, m) (c’, n) (1, m) (1, n) 
and assumes that the parameters are connected by the relationc+t‘=a+b+1. 
The partial differential equations satisfied by 2 are then 
z(1l—-a)r—- 2z2ys — yt—(c+c)(ep+yg) =abz — cp, (A) 
yl—- y)t—-2zys — ar +cg—(c+c)(zp + yg) =abz. 
These equations are transformed by the substitution z=Z 
nt <=XY,y=X'Y, wer !=1-X%, Y=z1=-Y 
Fra XX'R+(cX'—- eX)P=abZ, YY'T+(cY'’- ce Y)Q=ab2. 
Each of these equations can be solved by means of ordinary hypergeometric functions 
and the analysis leads to various expressions for Appell’s set of 4 linearly independent 
solutions of (A) in terms of products of hypergeometric functions. H. Bateman. 
Simonart, Fernand: Sur les series hyperg&omötriques. Ann. Soc. Sci. Bruxelles, 
Ser. I 59, 358—375 (1939). 
Shabde, N. G.: On some series and integrals involving %,„ funetions. J. Indian 


Math. Soc., N. s. 3, 307311 (1939). 
Die Funktionen k, werden vom Verf. durch folgende Beziehung definiert: 


00) n e? © 
Le) = (Vin + DS hane(2), 
wobei L{ Laguerresche Polynome bezeichnen. Verf. geht von der erzeugenden Funktion 


rl) ) 
1 
a Ü De -Ir L‘® (z) 


aus und summiert mit Hilfe dieser Be die unendliche Reihe 


Zar + NY Mk). 
y= 
Von der erzeugenden Funktion: 


e-'Jal2yzi) _TI_r2®@) 
Eu ZZ, Tarr) 
(xt)? 


ausgehend, summiert Verf. in ne Weise die unendliche Reihe: 
SIR YET.) 
> nr Ian, 
Von der Beziehung: 
Rn 


ee ee 
m=0 en 
1 


eng Zar) 1 lanar 
ausgehend, Berne) Verf. das Integral: 
je PU ym+4J,(2Yay) P&P(1 — 2y)dy.  (P, Jacobische Polynome) 


In analoger Weise berechnet er noch das Integral: 


oo 


fern kon ( ’) an =) In (&32) In (&ı2)d2. 
0 M.J.O. Strutt (Eindhoven). 


